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Introduzione 

E' s.tata da tempo proposta in letter'atura [1] [11] una 
tecnica di ricostruzione tomografica delle proprieta' 
e 1 e t tromagne t i che d i un ogge t to a par' t i re da 1 campo 
scatterato da medesimo quando sia illuminato da un/onda 
monocromatica piana ed uniforme, con polarizzazione lineare. 

Nella tecnica qui presa in esame viene misurato il 
campo di "Forward scatter" su un piano ortogonale al la 
direzione di propagazione del campo incidente, per diverse 
posizioni angolari del l/oggetto (Fig. 1); a partire dai dati 
cosi" acquisiti e' possibile risalire secondc. un algor'itmo 
pr'ec i s·a to al par'agr'afo succes.s i vc.. ad una r·es.tr i z ione di 
tipo pa-:.sa basso della Tr'asformata di Fourier 
tI'" dimensionale di una particolare funzione, normalmente 
denomi nata "Funz i one oggetto". l egata alI e propr i eta' 
elettromagnetiche del 1 "'oggetto medesimo; la "Funzione 
ogge t t o" e" i n f i n e o t t e n u t a con u n p r oc esso d i i n v e r si 01"1 e 
de la trasformata suddetta. 

La r-ea 1 zzaz ione pra t.i ca de 1 me todo d i l''' i costruz ione 
sopradel ineato, comporta la definizione di svariati 
par'ame tr' i che ne cond i z i onano pesan temen te 1 e prestaz i 01"1 i 
[23,4,6,13]: la. fr'equenza del l/onda incidente, 
l/estensione, necessariamente finita, della regione di 
m sura, la sua distanza dal l/asse di rotazione dell'oggetto, 
il pas-so di campionamento del campo su tale regione, il 
numero di posizioni angolari ("viste") dell/oggetto 
medes. i mo, 

Nel pr'esente lavoro viene eseguita un/indagine teor-ica 
volt~ al a. determinazione di criter-i ottimi per la scelta 
d e p a r' am e t r' i sud d e t t i , P l''' e c i s a n d o a 1 t r e si' l e 
caratteristiche fisico-geometriche richieste all'oggetto 
esplorato affinche' sia appl icabi le l'approssimazione di 
Bor-n, 



Con riferimento alla fig. 1 si supponga che il corpo C, 
i sotropo, staz i onar i o e pr i vo di conche 1 i bere ( a O ), 
abbi a permeabi 1 i ta' magnet i ca un i forme}A perm t i IV i ta' 

€. (J:), conducibilita' ~~(.t) e sia immerso in un mezzo 
est:rno omogeneo e pr i vo di perd i te con perm i t t i IV i ta' e 
permeabil ita' magnetica}4 , anch~esso isotropo, stazionario 
ed elettricamente neutro. -

In assenza di depolarizzazione e per regime sinusoidale 
con pulsazione W la propagazione di un~o.e.m. e' retta 
dall"equazione scalare di Helmholtz [1,6,11,13], 

(2-1) 

avendo posto 

con 

E < 1:) = c amp o e f f E~ t t i vo 

Es <!') = E<l:) - Eo< ) = campo di scatter, 
con Eo campo incidente 

K = costante di propagazione nel mezzo esterno 
allo oggetto == 211;/" se ). e' 1 a 1 un ezza 
d~onda della radiazione 

n (!') 

= indice di rifrazione del corpo 
mezzo esterno, espresso da 

=~ 

C r-ispetto al 

(2-2) 

In tali condizioni e nell-'ulteric.re ipotesi che 
all/interno di C sia E ~ Eo (appros-simazione di Bor-n del l'
ordine) puo' mostrarsi che vale la relazione [Il 

_jkNVIPi l[pJ ::: -j2.k/WilJL 1: )(I~o (2-3 
! v .. ,Yy,v1= fi.(~-4) )(,~ 

avendo assunto (vedi fig. 1) l"c,nda incidente piana, 
uniforme e propagantesi lungo z e con 

legame 

)}2+y2«lS.)2 
x y" :l7C 

m = V 1 - ( W ) 2 (l"x 2 + )1y2) 

La (2-3), 
esistente 

n e 1 1 e i p o t e s i me n z i on a t e • 
fra la Trasformata di 

(2-4) 

(2-5) 

stabilisce il 
F ou r- i e r- de 1 1 a 



Funzione oggetto e la Trasformata di Fourier del campo di 
scatter Es sul piano 

S i vede i nfa t t i che da 1 l a Trasforma ta di Four i er 
bidimensionale del campo scatterato sul piano z = z si puo' 
ricavare la trasformata tridimensionale della funzione 
oggetto in una restrizione dello spazio di Fourier data 
innanzi tutto dalla (2.4) e poi d,a 

k: 
= - m-l) 

2. 
con m dato dalla (2-5), 

(2-6) 

Le (2-4) e (2-6) descrivono nel lo spazio di Fourier, se 
si assume i l valore positivo di m(campo di forward scatter), 

superficie semi sferica di centro (0, 0, --:ill) e raggio 
:1 La f mostra la traccia di tale superficie 

sul piano ampo "scatterato" e la sua trasformata 
bidimensiona e por·tano quindi alla conoscenza della 
trasfor'ma ta tI'" i di me n-=:. i ona l e de 11 a funz ione ogge t to su una 
superficie "campionatrice" di equazione (2-6). 

\Jar i arido 
nello spazio 
:.ottospazic. in 
oggetto, 

la posizic.ne 
di Fourier 
cui e' nota 

della superficie 
si riesce ad 
1 a trasfor'ma ta 

campionatrice 
estendere il 

della funzione 

Per ot ener'e questc. risultato, nella tecnica qui 
esaminata, si ricorre al a ripetizione della procedura 
de se r i t t a p e r' di \) e r' :·e or' i e t az i on i ( \) i :. t e) de l 1 " ogge t t o i n 
esame rispetto a sistema di i lumi nazione e misura, 

Q U e s t e CI p e r' a z i CI n i s o n CI d e- ~. c r' i t t e :. c h e m a t i c am e n t e i n 
f i gu r a. 3, i n c u i, semp r· e su 1 p i an o V x - V z ' son o mos t r' a t e 1 e
t r a c c e d e l l e':;:· U p e l'' f i c i c a.m p i o n a t r i c i p erI e s i n gol e 'J i s t e • 

Osservando tale figura e' faci le vedere come, 
utiliz;~ando un numero adeguato di viste, si puo" arrivare 
al la conoscenza del la trasformata tridimensionale della 
funzione oggetto entro la sfera centrata nell'oriQine dello 
spaz i o di Four' i ero e d r'agg i Ci ugua l e a (2/). -

L"anti tr·asform.31.z one tr·idimensionale dei dati cosi' 
ottenuti cos.t tui-=:.ce una r·ieCi-=:.tr·uzione di tipo passa-bassc. 
della funzione oggetto. 

Tali r sultati :.ono per'o" pur'amente teorici, in quanto 
pr'esuppongono 1 a m i sura de 1 campo di sca t ter i ng su tu t to un 
p i ano i ndef i n i to e per qua 1 unque pe.s i z ione angol ar"e 
de l l ... t to. 

In u a 
r' i c av a t i n e 1 

r·e-"'.l i zzaz ione pr'ati ca si a l e mi sur'e che dat i 
o spaz i Ci di Four i ero ~;.ar·anno necessar i amente i n 



forma discreta; inoltre l'estensione della regione di misura 
dovra' essere finita. 

Pertanto nella realizzazione di un apparato 
sperimentale sara' necessar-io dimensionare correttamente il 
sistema di acquisizione dei dati, al fine di ottenere una 
ricostruzione della funzione P( 1:') che non sia influenzata 
da errori di al iasing relativi al la trasformata del campo di 
scattering o alla antitrasformazione dei valori noti della 

1-x,y,z[PJ. 

Occorrera' quindi definire un passo massimo di 
campionamento sul piano z = z, un passo angolare massimo tra 
una vista e la successiva e una estensione minima per la 
regione piana di misura, nonche' un valore appropriato per 
la distanza i tra il piano di misura e i 1 centro di 
rotazione del1/oggetto. 

Un a l t r- o p ar ame t r o, l aL c u i sc e 1 t a i n f 1 u e n z a 1 a q u a 1 i t a ---
della -ricostruzione e' infine la lunghezza d-'onda 
dell'onda di esplorazione. 

3. Passo massimo di c.;unpionamento, posizionamento ed 
estensione della regione di misura. 

Come s i e'" de t t o da t i su 1 c amp o disc a t t e r- i n g su 1 
piano z = ~ sono di tipo discreto. Il passo di campionamento 
dovr-ebbe essere sce 1 to p i cc01 CI abba:-tanza da e',) i tar'e 
l"influenza di errori di aliasing alla per·der·i·a della. 
regione su cui si calcola la trasformata. 

Il passo di campionamento e" 
numero di vincoli fis-ici e tecnici 
essere ridotto a piacere. 

pero-' soggetto a un cer-to 
[5,13], e non puo'- quindi 

Questo fatto induce a chiedersi se, fissato 
c amp i on ame n t o, e " p c.ss i bi 1 e t r- 0 1.) ar- e de i ,! a 1 or' i 
permettano di ev i tare err-or' i di al i asi ng. 

pas-:-o di 
di z che 

Gia' dal punto di vista intui tivo si vede come, a causa 
de 11 a pr-esenza di s- i gn i f i ca t i ve componen t i e,;anes-cen t i 
[1,9,14), il campc. in pr'os'simita-' dell'oggetto sia piu" 
velocemente variabile (nello spazio) rispetto al campo 
1 orrtano. 

Sebbene la parte della tr-asfc.r-mata che inter-es-sa sia 
quel1 a conf i nata entro il cer-ch i o (2.4) ~ i 1 campo de~Je 

essere campionato con passo tale da calcolare la trasformata 
in una regione che ne contenga tutte le componenti 
significative, anche se questa e" molto piu' estesa del 
cer-crrio suddetto; se non ~si agisce cosio, si puo'" incc'rrer-e 
in pesanti errori di al iasing. 



E" pertanto di interesse studiare la variazione di 
-1-x,y[ Es (.x, l', z)] conseguen te a var' i az i on i di z. Da 11 a (2.3) si 
ottiene 

Si consideri ora un incremento ~z nella posizione del 
piano di misura. Per quei valori di V x e )Il' per i qual i m 
e' reale, tale incremento lascia invariato Il modulo della 
trasformata, modificandone la fase con un termine aggiuntivo 
p a r i a I<m lì i . 

E' da notar'e che tale r'isultato non e' legatc. alla 
val i d i t,;:..' de l l .' ap p r oss i maz i on e di Bor n ma h a val i d i t a' 
generale [13]. 

Per' punti del piano di Fourier' e~,terni al cer'chio 
(2-4) valori di m diventano immaginari puri e l'incremento 

provoca una riduzione del modulo della trasformata di 
un attor'e 

-k 'fVYl,1 

Per' e~,empio ~,e Vx e VI' sono poco al di fuori del 
cl?rchic. (2-4) il modulo della (3-,1) si riduce circa di 100 
volte pl?r' un incr'l?mento Al/.À = 5 indipendentemente dal 
I.) a 1 or e di 2. 

P'E'rtanto nell/ipotesi di ritenere tra~,curabile 1x.y[Esl 
al di fuor'i di? 1 cer'chio (2-4) quando il suo modulò sia 
r i do t t o d i a 1 me n o 100 ~) o l t e r' i sp e t t o a 1 val c.r e da esso 
assunto per' z :::: 0, posizionando il piano di misura 

a z ~ 5l., ~,i ha, che la funzione E<=(~(,y.z) ha banda 
coincidente con la regione del piano di Fo~ri~r utile per la 
r' i co~,tr'uz ione del l a P(.r). In tal i condi z i on i, i l passo 
massimo di campionamento del campo risul ta pari a A/2. 

Il calcolo corretto della Trasformata di Fourier di Es 
dipendera' anche dall'estensione della regione piana in cui 
si fanno e misure del campo medesimo. 

Infatti la funzione 
sara' effettivamente la 
mod i f i ca, ta per' un fa t tore 
1 imi tato: 

che si andra'" a trasformare non 
Es(x,y,!) ma una sua versione 
di apertur'a G(x,y) spazialmente 

= E (v v -z) G(x v)' s ..... ~ ~, III , ' 
(3-2) 

Si -::;,upponga che Gb:,y) sia nulla al di fuori di una 
f i n e -::;, t r' a, q u adr' a t a diI a, t o L. 



Operando 1 a Trasformata di Four i er del campo mi surato 
si ottiene: 

'1 x , y [ Es ... ) = ~ x , y [ Es:1 '* '1 x ~ y [ G] (3-3) 

A Per effetto della convoluzione la funzione desiderata 
:r x y[ Es] sub i sce uno sfocamen to dovu to a 11 ~ aper tura de 1 

lobo'principale di 1fx y[Gl e una ondulazione dovuta ai lobi 
lateral i di '1x,y[GJ. ' 

Per diminuire l/effE~tto di ondulazione si puo' agire 
sagomando opportunamente i fianchi di G(x,y). 

Per ridurre invece lo sfocamento occorre dimensionare L 
in maniera tale che entro l~apertura del lobo principale di 
1x y[Gl la /.:I. y[E s ] possa essere ritenuta costante; in 

't - ~, , ques o caso SI avra : 

1.J E.l * 1.J ~ J ~ 11 1.J Est f, v,- "I·1.J c;. J d '" 

~ 1, [E~J' \ (1 l ~ ] J.5 J"l :: 1 L Es] . ~ ( O I o) (3) ~B~ ) ",1 )C,~ 
c i oe' 1 a trasformata cal col ata 1 imi tando 1 a mi sura di Es 
alI a regi one suddetta non subi ra' di storsi on i r- i spetto a 
quella del campo di scatter sull'intero piano 

Il dimensionamento di L puo' essere fatto assumendo che 
l/apertura del lobo principale di 1x y[GJ sia dell/or-dine 
del reciproco del semilato della fine'stra quadrata, cioe'
c i r c a 2/ L , e f a c e n do si' c h e 1 a 1'-x , 9Es] r i s-u l t i P r e s s o c h e ,
costante entro questo intervallo. 

Osservando la (3-1) si puo' vedere che per 
<-'3) le variazioni della 1>< y[Es ] possono esser-e 
attribuite alla :'Sx./z[Pl, dato che i 
mol t i P 1 i ca t i vo e j Kmym P-UlO" essere cons i dera tc. 
var i abi 1 e con )Ix ,)ly. 

piccolo 
i n ter-amen te 
1 fattore 

lentamente 

Ammesso che ]/oggettc. sia interamente contenuto in una 
sfera di diametro D, la funzione ~~[P] avra' banda 1 imitata 
a D/2 e quindi si potr-a' campionar-e con passo di. N)'quist 
pari a l/D nello spazio di Fourier tridimensionale. 

Dalla Figura 4 si 
considerazioni geometr i ch'E> il 
corrispondente a tale passo sul 

A 

puo' ricavare da 
minimo intervallo 

piano )Ix - ~y: 

semp 1 i c i 
6, l--" 

--.. 2 D'l. (3-5) 

Entro ]/intervallc) !lY la funzione puo' 
quindi essere considerata costante. 



Si deve far SI' che tale 
dell/apertura spettrale di G(x,y), 
in precedenza: 

i n terva 110 s i a magg i ore 
cioe', per quanto detto 

(3-6) 

ovvero: 

L -*' 

1)2-
= 4-

). 
(3-7) 

oppur l!:" ancora: 

L/À > 4 (~ y. ( 3-8). 

Nel caso in cui z/,i\ non sia troppo elevato, quindi, le 
dimensioni relative del la finestra aumentano con il quadrato 
delle dimensioni relative dell/oggetto. 

Per- z/). grande le variazioni del fattor-e l/m. e jKmz non 
sono p i u' trascurab i 1 e se ne deve tener con to a i f i n i de 1 
dimensionamento di L. 

Posto 

v = (3-9) 

E ' n e c e s s a r i o c h e l/a p e r t u r a s p e t t r a 1 e d i G ( x , y), 2/ L , 
sia minore del minimo intervallo 4n Yentro il quale la fase 
del fattore l/m. e jKmI :-ubisce una variazione di 1l: radianti. 

E' da notare al riguardo che tale variazione di fase e' 
piu' rapida verso la periferia del cerchio (2-4), cioe' per 
m ~O. 

L'-ultimo ciclo del ter-mine di fase inizia per V=y 
ricavabile dalla relazione. 

m = 1 - (). )))2 = ~ 
"2/). 

(3-10) 

da cui [13] tenendo conto del fatto che e' z/À »1 si 
ottiene 

Poiche' per ). Y = 1 si e' sulla 
r-agg i CI 1/). dalla (3-11) segue che il 
subisce una variazione di 1t' radianti su 
circa 1/4 1/(z/:>..)2 nella var-iabile ÀV. 

Da queste considerazioni si ottiene: 

1. - 1 
À 

( 3-11 ) 

c i re on f e r e n z a di 
termine di fase 
u n t r a t t o amp i o 

(3-12) 



Imponendo 
non maggiore di 

che 1" aper tura spe t tra le 2/L di 
Ary si ot t iene: 

L -
À 

~ 8 (-ft 
G(x,Y) sia 

(3-13) 

Come era ovvio in questo caso le 1 imitazioni su L non 
dipendono dal1"estensione D dell"oggetto. 

Le (3-8) e (3-13) sono state r-icavate mettendosi il 
piu'" possibile in condizioni cautelative e r-ichiedendo un 
camp i onamen to suff i c i en te de 11 a tr-asforma ta de 1 l a funz ione 
ogge t to su i bord i de 11 e super-f i c i sem i sfer i che i n cu i essa 
e'" nota. 

Nei casi pratici potrebbe essere conveniente r-inunciare 
a questo grado d i accul~a tezza pur di pc.ter r i durre 
l"apertura della regione di misura a valori inferiori a 
quelli forniti dalle formuli;:> qui ricavate. 

4. Massimo passo angolare 

Come gia'" mostrato, prendendo piu'" viste dell'oggetto 
e' possibile ottenere i valori della trasformata della 
funzione oggetto entro il volume racchiuso dalia sfera di 
centro nell"origine dello spazio di Fourier e raggio 

In pratica la scansione angolare sara' necessariamente 
discreta, con passo tale da assicurare un campionamento 
su f f i c i e n t e de l 1 a -1 &- [ P] • 

Per quanto visto al paragrafo precedente, 
e'" con tenu to i n una sfera di di ame tro D, come 
la '1tr[Pl e'" una funzione del vettor"e frequenza 
con banda l imitata a D/2. 

se l'" ogge t t o 
in figura 1, 
spaziale 

Il corrispondente passo di Nyqulst e'" l/D; dalla figura 
5 si ricava facilmente che questa condizione e"' soddisfatta 
con un passo angolar"e t1e tale che: 

(4-1) 

S i n o t i c ome a l r i mp i c cio 1 i r s i de 1 1 " ogge t t 0 9 f i n o a l l e 
dimensi on i ;;\./2 (2, che i n questo senso possono essere 
assunte come limite di risoluzione della tecnica esaminata, 
diminuisca il numero dii viste angolari strettamente 
necessarie; l"inapplicabilill'" della (4-1) per un oggetto di 
dimensioni inferiori a )./.2.'2 rispecchia 10 stesso limite di 
diffrazione che ha imposto per esempio il passaggio dalla 
microscopia ottica a quella elettronica. 



~. Fr. & di i &yoro 

Da tu t to quan to precede e" apparsa ch i aramen te l a 
dipendenza diretta dei 1 imi ti di risoluzione dalla lunghezza 
d/onda di lavoro e, conseguentemente, l/esigenza di renderla 
piu" piccola possibile, ovvero di innalzare il piu" 
possibile la frequenza di lavoro al fine di migliorare la 
risoluzione. 

A parte la presenza di limitazioni di ordine 
tecnologico, l/innalzamento della frequenza peggiora 
l/attendi bi 1 i ta' del I / appr'ossimaz i one di Born. 

Risulta infatti [13] che, con le stesse notazioni 
adottate per la (2-1) e la figura 1, la prima 
approssimazione di Born e' giustificata se: 

IK(n - 1)10 <<'1'1"/3 ( 5-1 ). 

Si vede quindi che si deve trovare una soluzione di 
compromesso tra le dimensioni D dell/oggetto, il 
disadattamento di questo nei confronti del mezzo circostante 
e il valor'e di K, che e' proporzionale alla freque-nza. 
Fissati i primi due parametri risulta quindi una limitazione 
superiore per la frequenza. 

Se la risoluzione ottenuta risulta insufficiente si 
puo' sempre ricorrere, quando sia possibile, ad algoritmi di 
super-risoluzione [7,8,10,12]. 

Conclusioni 

S i e -, v i s t o c ome n e l c amp o d i val i d i t a" de 11 a 
descrizione della proppagazione e.m. basata sull/equazione 
scalare di Helmholtz (depolarizzazione irrilevante) sia 
possibile sviluppare un procedimento di tomografia 
ricostruttiva a micr'oonde ricorrendo, in fase di inversione, 
alI / approssimaz i one di Born del pr imo ordi ne (oggetto 
sufficientemente adattato al mezzo ester-no, si/ da potersi 
approssimare il campo interno con quello di illuminazione). 

Sono state ottenute delle condizioni per un 
di mens i onamen to de i parame tr i opera t i v i tale da non 
degradar'e nella realizzazione pratica le prestazioni 
ottenibi l i in teoria. In particolare si e" mostrato come la 
brusca attenuazione subita con la distanza dalle componenti 
non di radiazione r-enda il campo misurato una funzione a 
ban da p r' a t i c ame n t e l i m i t a t a, i 1 c h e h a c on se n t i t o di 
determinarne il limite superiore al passo di campionamento 
in base a le condizioni di Nyquist. 

Inoltre, riconosciuta la natura a banda 1 imitata della 
trasformata della funzione oggetto si e" determinata 
l/estensione minima della regione di misura (apertura) ed il 
passo angolare massimo che ne garantiscono un campionamento 
adeguato. 
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Fi.g .. 5 Determinazione del minimo passo angolare. 




