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) 3 x3 l
l'inversa generalizzata di Penrose di A ; con

T+ T
NAT: A A

. L . o T
la matrice di proiezione -sulla varieta ortogonale a A x=0 e
con

Pe=1I~-N

AT AT

ia matrice di proiezione su A x = 0, la (3) assume la forma

A o T+
X = PATx + A b R

Quindi % & la somma della proiezione di x° sulla varieta lineare

T T
Ax = 0 e della soluzione di minima norma del sistema A x = b. Inoltre
la (3) fornisce la soluzione generale di (1) se x° & un generico n-vet-

tore.

T
Supponiamo ora m n e A di rango k con k&m (k‘é n). Se si rie-~

ViEA

sce ad estrarre da (1) il sistema

T
Al x = Db’

. - - * . - - . A . .
di k equazioni linearmente indipendenti, la soluzione x si ottiene da

(3) sostituendo A' ad A.

I metodi numerici che studieremo nei prossimi paragrafi controlla-
no se il sistema (1) & inconsistente e in caso contrario calcolano la

. A . T
soluzione x e il rango della matrice A-.

2. Perturbazione dei dati

Vogliamo ora studiare come si propagano le perturbazioni dei dati
A, b, x sulla soluzione di (2).
. . . . T .. . < ’
Esaminiamo il caso in cui m¢ n e A di massimo rango; se m = n e
T

A" di rango k con Kk S m (k £ n) i risultati che si ottengono si

applicano al sistema:



T
A' x = b

di k equazioni linearmente indipendenti estratto da (1).

Richiamiamo innanzitutto alcune proprietd della inversa generaliz-
. . T .. . . .
zata di una m x n matrice B di rango m e alcuni Lemmi allo scopo di

dimostrare il teorema che fornisce una maggiorazione dell'errore della

soluzione del problema (2). Valgono le seguenti proprieta [1]

(4)

Indichiamo con

Wa™il g all

T
{(numero di condizionamento di A )

FaS A .
e con X + & X la soluzione del problema perturbato

min I x - X° ||
~T ~
A x=D0
Lemma 1

P
Se rango (A) = rango (A) = m

si ha

llea™s AR+ nationa an



Dimostrazione. In {11 si dimostra che

PYiies T T+

+ T+
G=A oA A + RXT'IXAA A N

la tesi si ottiene utilizzando le proprietd (4) e ricordando che

) Nprli= BN 7ll= W Pocl= Il P ll= 1.

A

Il seguente lemma & dimostrato in [1].

Lemma 2

lald

Se rango (A) = rango (A) = m e “A+HhA1\n<l, allora

I« oAty

1- A unAaal
Teorema

Nelle ipotesi del lemma 2, si ha

Hagl i}?(zx»f\r@ + 3 Wxell ) « F Nxelt
£ g b x|l

dove:
A
= K
o Naal
1~
fall
o =llaall, & = lapll e Dol a1, §=laxell

Noall Wit BAapizl N oxe 1




Dimostrazione

Da
T+
£=A b+ P yx°

T
L+a%=72 +(b+Ab) + P,KT(x°+Ax°)

si ottiene
T c~T+ T ~T+
A R=0cA (Zx)R Al x°+P5T Ax°A Ab

La tesl segue applicando il lemma 1 e il lemma 2.

Osserviamo che la maggiorazione della perturbazione della soluzio-
. - . LT
ne dipende linearmente dal numero di condizionamento di A , mentre,

come & noto, per sistemi sopradeterminati tale dipendenza & quadratica

[17].

Se x° = 0, si ottiene il risultato dato in []{] relativo alla

soluzione di minima norma.

3. Metodi per il calcolo della soluzione.

Scriviamo ora la soluzione Q attraverso una decomposizione ortogo-
nale della matrice A allo scopo di introdurre metodi di soluzione stabi-
1li. Supponiamo m é n. E' noto che esiste una m x m matrice triangolare
superiore R e una n x m matrice a colonne mutuamente ortogonali Q, tali

che
(5) A = QR

T .
Se con a_, q. (q,'q, = 0,1 % j), r, (r, =0 i>j) si indicano

J J i ] iJ 1 :
rispettivamente le colonne di A, le colonne di @ e gli elementi di R da

(5) si ricava



e da questa
(7) a.q, r_. =4q, a, , i=l,..oom 5 0Ll

Inoltre & noto che, la decomposizione (5) & unica se si fissano
gli elementi r,.-# O oppure i moduli dei q. (QT'q. £ 0). Se a, & li-
ii i i i i
nearmente dipendente dagli a_ , j=1, ..., i-1l, da (7) segue

J
..a.9. =0
11 1 1

Quindi se si fissano i valori di r.i # 0 oppure di dT—q_.% 0, si
i i i
hanno rispettivamente qi = 0 oppure rii = 0.

Una caratterizzazione della matrice Q si pud ottenere osservando
che, se si indica con P (P =I) il proiettore costruito con la matrice
i o

i) T T
(A(l)) formata dalle prime i righ® di A ,(Pi = P T) si ha

(),
L T
Po- I E :<q.q.)/<qTq.>,
1 J J J J
=1

Se a_ & linearmente indipendente dagli a , j=1,..,i-1, P. 1 a_%o
J i- i
e quindi anche rii qi+0. Si pud allora dire che nella decomposizione

(5) le colonne di Q sono date da

(9) a, = (1/r,.) P, _a, i=1,.c., my, P =1
i ii- i-1 i e}

¢ se si fissar,, =1, i=1,..., m
ii




(10) = P a , i=1,..., m, P =1I.

R R o

. T .. . . C s

Supponiamo A di rango massimo;con la decomposizione (5) la varieta
T

A x=b & descritta anche da

(11) QTx =d, d= (RT)'lb

A
e x & la soluzione del problema

min fix - x°l'?

T
Q@ x =d

La (3) si scrive in questo caso

A T -1 T . T -1
(12) { x = (I-Q(Q°Q) Q@ )x°+Q(Q Q) "d

T -1

d (R') b

da cui si ottiene anche

i m
R = x° - ! (dT§°)/(dT§.)q.+ d./(éré.)q.
; , J J3 g z , 3 33
j=1 J=1
(13) |
j-1
i d]_ = bl/r‘ll, dJ = (l/I‘JJ)(bJ — E rdek) J = 2y-°-9m'

Jj=1

Le di si possono calcolare con le formule ricorrenti:

_ (oY T

dl = bl/r'll v, = (qi ai)/(qi qi)

_ )
(14)] % i

(J+1) &) ~ T -~ . . .

Ve aror 4, r.o=(q.a.)/(qdq.) j=l,..,i-1 y =2,..,
i i T30 Ty TRy Y * ;

(i) T T

ad = d =

i =9 /ey oy o= () aga) ]

oppure




d¥ " =b i=1, , M
i i
j T .
d, = dgj}r.. r.. = (qla.)/(a'q,) Jj=1,..,m-1
J J JJ JJ J J J J
15 j+1,
(15) d§J LdFJ)—r..d. r =(q'a )/(q'q.) i=j+1,.,m
1 1 Jr ] Ji J 1 J J
m
d =d( )/r
m mm
Sia ora
AT .
A(l) x:b(l) i=l,2,...,m
Il sistema formato dalle prime i equazioni di (1). Il problema
2
min I x-xoll
T .
i i
KEANNEY
ha soluzione unica xl(Q;xm)
i
,m

j =0
16) 1
(16) i
d=b /r , d=b - a  §=2,..,i
170177 i3 E )ik 9T
k=1

La prima delle (16) pud anche essere scritta

i i-1 7T T .
(17) x =x" =(q.x°)/(dq.) q.,+(d./q.q,)q, i=l,...,m
i i’i i ST T - |
e R I ! . )
da cui si ricava, poicheé qjx =dj J=1,...,1,
T T i-1

(18) q.x%=q . x .
i i .

i i
 xtexe- § :(<q".'x°>/<q“.rq.))q.+§ " (d./dq)a, i=1,..
] RN R RN N I R
3=0




Dalle (17), (18) e dalla seconda delle (16) si ottiene il procedimento
per il calcolo delle xl,izl,.., m, xm=§

e e T /(e g
11 1

i, i-1, T i-1

(19) 4 r (x )=q.x -4 i=l,..., m
1 1 .
i-1
d_=b_/r d =(1 b - d
L 17, /7yq0 45=(27/r ) (b, } :rji 5)
j=1
. . . ‘ . . i-1
L'interpretazione geometrica delle (19) & <a eguente X e
appartengono rispettivamente alle varieta parallele

% 4
=T (i-1) . o T
Q x=d (sistema formato dalle prime i=1 equazioni di Q x=d) e

Q(i—l)T (i)Tx=d(i), 2

i
x=0; x , che appartiene a Q l'intersezione della

i
retta passante per x e di direzione q. 1 con l'iperpiano q7.x=d..
i i i

Vogliamo ora ricavare da (19) un algoritmo per la risoluzione del

problema (2) in cui figurano i dati A e b invece di Q e d.
i
Indichiamo con R(x) e R (x) i residui

R(x)=A"x-b=R_ (Q x~d)
i

i T '
R (x)=a x-b = 2 r..(dT¥~d.)
1 1 Ji J J
j=1
Poiche
T i-1 ‘
a;x 7=d =0 j=1,2,...i-1

da (6) e (11) =i ottiene

(20) Ri(xi’1)=r.;ri(xi_l)
11



Huang, pér il calcolo della soluzione di minima norma, ha ricava-

to le (26) dalle (22).

I1 confronto fra i vari metodi verra fatto nei paragrafi seguen-
ti; per ora, in relazione ai metodi (25) e (27) osserviamo che Rice E4]
ha provato sperimentalmente che 1l procedimento di ortogonalizzazione
di Gram—-Schmidt & meno stabile di quello di Gram-Schmidt modificato.
Una ragione di gquesto si pud avere, [l], osservando che 1 due proce-
dimentl eseguonc le stesse operazioni e differiscono nel calcolo degli

elementi di R; in Gram-Schmidt
T
r..=(q.a_)/(qTq.);
ij i3 i7i
in Gram-Schmidt modificato

C=(day /T
ij i i

e si ha évidentemente
halhe fia j=i,...,m
J J

Sarebbe interessante riuscire a fare una analisi dell'errore
degli algoritmi introdotti, ad esempio vedere se la soluzione calcolata

é soluzione esatta di un problema perturbato.

Qui osserviamo che il passaggio dalle formule (12} alle (13}
dalle quali sostanzialmente si costruiscono gli algoritmi di questo
paragrafo, presuppone che le colonne di Q siano mutuamente ortogonali.

Sembra quindi importante che i valori numerici g, di g, sianc tali che
i i

T
a. =& e E
J 1]

i

s Q.
1

max | & ij\‘~~sia £ =0,

D'altra parte & noto che nel procedimento di ortogonalizzazione
di Gram-Schmidt modificato c¢i si pud aspettare che la deviaziocne della
ortogonalita della matrice calcolata Q dipenda essenzialmente dal nume-

ro di condizionamento della matrice A: al crescere del numerc di condi-

zionamento di A, & cresce [5].



Nel procedimento di ortogonalizzazione di Householder [1])invece}

la deviazione dell'ortogonalita non dipende dal numero di condizionamen-

to di A.

Queste osservazioni suggeriscono di prendere in considerazione

nelle (19) anche il procedimento di ortogonalizzazione di Householder.

5. Un metodo costruito con la decomposizione di Householder.

Col procedimento di ortogonalizzazione di Householder si costrui-
sce una nxn matrice ortogonale H, una mxm matrice triangolare superiore

R e una (n-m)xm matrice nulla O tali che

R
(28) HA=
0

La decomposizione

A=QR
si ottiene da (28) indicando
T
Q
29 =
(29) H T
S

T X L. C . . . .
Le qi(qiqi-l,qiq50,1+3) sono guindi le prime m righe di H.

Un metodo per ottenere la decomposizione (28) & descritta in.[6}‘
Esso consiste nella applicazione di una successione di matrici di
rotazione per annullare gli elementi al di sotto della diagonale della
matrice A. Se si pone A(l)zA e'si calcola

Al ) _pk, (k) (k=1,..., m)




Si ottiene

m_m—1 1
H=P P . P
k I
I P sono definiti da
T
k k k
(30) P =I-c u< >u( )
k
) (k) . : )
e i ck e u 81 determinano col seguente algoritmo:
m
e} 2 1/2
[y = ) (a_ 1)) /
, i=k
(k)
ck_l/(vk(vk+iakk g))
' k
{31) U(L)zo i<k
(k) (k) (k)
Ll& :sgn(akk)(vk%akk %

(k) ()

L Wi =2y 1>k
) ) (k) | . i ) o (k)
in cul con aij si sono indicati gli elementi di A .
Seriviamo ora l'algoritmo (19) in cui le g, i=l,..., m, sono le
i

h
prime m righe di H. Se le u( ) sono calcolate con l'algoritmo (31), e

con hk gi indica la k-sima riga di H si ottiene




6. Considerazioni numeriche.

Esaminiamo alcuni aspetti numerici degli algoritmi esposti nel
paragrafi precedenti di cui si deve tenere conto in fase di implementa-

zione.

a) Iniziamo col riportare nella tabella seguente i valori asintotici
(per n grande) del numero di operazioni (una operazione = una moltipli-
cazione + una addizione) dei metodi (23), (25), [27) e (32) neil casi

nyrme nzm

(23) S (25) ¢ 27) ( 32)

nxem 2n m n m{m+2) nm{m+2) 4dn m

3
newm 2 nm nm nm (4/3)m




b) L'algoritmo (23) fornisce alla fine del calcolo anche il proiettore

P r = P . Se si applicano gli algoritmi (25), (27), (32) P . pud essere
m
A
calcolato con la formula
= T
PsI- > (qJ.qJ.)/(ci‘fq.)
A =1 1

Il numero di operazioni che si debbono eseguire &, per n grande,

c) Vogliamo vedere come gli errori nel calcolo di q. e di si propaghino
1

in un passo dell'algoritmo (19). Sia

-
g.q.=1
1 1

: . . . 1
e supponiamo di conoscere il valore esatto di x

i-1
érx Zdj J=1,..., 1

Indichiamo con
o~ ~
q.=q_ +E, d.=d_+3, ;
i "i7i

da

i i-1 T i1
x =x -(q,x ~-d, )q,
i i’ i
AV R R R, T e A

x =x ~-(q.x -4 )q.
1 1 1

si ottiene

i, i-1 i-1
(33) x -x = -r (x ) E»i-fr}(x )qi

in cuil




e = sta ad indicare che il segno di uguaglianza vale solo in prima

approssimazione.

Da (33) discendonoc le due disuguaglianze
~idpe i iel i-1
- e 1l
1% -x e v (x )E : +1Ti(x )E

IS TR o N I T w15

®

dove % sta ad indicare che £ vale solo in prima app-yossimazione

Se in (19) &

qTq L=l
1 1

si ottengono le relazioni

C R O VT S LRC N S VI UL
1 1 1 1 1L 3 1
2(E g Y a g 1),
1 1 1 1
e s (P aCD e e nr FH g
1 T 1 1
¥ = € (/g ){<3uxi_xi” Il Tple 1415 | } .
1 1 3.

Naturalmente, ricordando 1'interpretazione geometrica di (19},
non sorprende che nel fattore di amplificazione di & . figuri la distan-
i

i i-1
za di x da x .

d) Se il sistema (1) & consistente e AT ha caratteristica k=n, per
quanto detto in ¢, pud essere conveniente utilizzare la soluzione calco-
lata come nuovo punto iniziale e riapplicare il metodo. In questo caso
i valori asintotici delle operazioni riportate nella tabella del punto
¢ non cambiano, pérché il prdcedimento d'ortogonalizzazione & eseguito
una sola volta. Se la caratteristica di AT & minore di n e si riapplicsa
il metodo, si ottiene una soluzione che il generale non & la soluzione

di minima distanza da x°.




i i-1
e) Per la (20), nei metodi (25) e (27) pud essere sostituito rl(xl )

i i-1
con R (x

i, i-1 i, i-1
) e in (32) r (x ) con R (x )/rii, evitando cosi di
risolvere 1l sistema triangolare per il calcolo di d. I valori asin-
toticl delle operazioni riportate nella tabella del punto ¢ non cambia-

no, perd si opera su dati affetti solo da errori di arrotondamento.

Cid nonostante i risultati numerici sconsigliano tali modifiche;

guesto pud dipendere dal fatto che il calcolo numerico del prodotto

i-1
scalare éTx & affetto da un errore generalmente pill grande del
1 .
calcelo di de "7 in guanto

lall < Wa. i
1 1

7. Esperimenti numerici.

Abbiamo provato gli algoritmi (23), (25), (27) e (32) su sistemi
generati a caso di m equazioni in n incognite (con m £ n e per vari

valori di m e n) e su problemi test noti in letteratura.

Per il confronto dei vari metodi abbiamo considerato i due errori

E, =X - %1 / 1%
E2 = max”Qi - §il /| Q;\}
i
in cul
% = (Ql,..,,fc‘n)

D7

la soluzione esatta e

.}Ez(.}-( s 00 9K
17 2 )

& la soluzione calcolata.




o

Abbiamo trovato, come d'altra parte era prevedibile, =2ns2 gli

algoritmi pit affidabili sono il (27) e il (32).

I risultati che saranno riportati si riferiscono a due problemi
test a matrice quadrata dipendente da un parametro, al variare del
quale varia il numero di condizionamento. Ricordando il punto d del
paragrafo precedente, gli algoritmi sono stati anche rieseguiti utilig-
zando la soluzione calcolata come nuovo punto iniziale. Gli esperimenti

sono stati eseguiti su calcolatore IBM 3033.

I problemi test sono stati costruiti in doppia precisione (preci-
~13
sione di macchina 16 ) e risolti in precisione semplice (precisione
-5
di macchina 16 ).

Esempio 1. [ 71

Consideriamo le matrici 2 x 2

[ ~cotD cscﬁ‘j [ 1-cot® cscf \; 1 l}
R= —-csc’\? cot® 5= -csoﬁ 1+cot7? I= 1 i
0<¥ <« *ap

e con esse costruiamo la matrice A quadrata di ordine pari

- R S T . . . T ]
S R S T . . T
T . T
A =
T T
T S R S
T . . T T S R
Fissiamo il vettore Q Z(Ql"°‘§;>’ con

i
Xi:(_l) i i=1,...,n



e calcoliamo

Otteniamo cosi il sistema

(34) Ax =D
. Al
con soluzione nota x.

I risultati del calcolo numerico della soluzione di (34) sono

stati riassunti nelle tabelle 1,2,3,4.

Si & fissato n = 20 e uguali a zero le prime 19 componenti del

vettore iniziale.

O={x° ,x%x° ,..,x° .
X (xl, SRR 20)

Le tabelle 1,2,3,4 si riferiscono alla risoluzione del sistema

{34) avendo scelto rispettivamente

3
x° =0, x° =10, x°

5
=10 , x° =10
20 20 2

20’
Nella prima colonna sono indicati i valori diT9, mentre nelle colonne
2,3,4,5 sono riportati i risultati relativi ai metodi (27)(GSM), (27)
con doppia iterazione (GSM1), (32)(HS), (32) con doppia iterazione

(HS1): il primo numerc & il valore di El e il secondo il valore di E2,

E' stato inoltre valutato il reciproco del numero di condiziona-
mento K di A, per wvari valori di 19 , con un codice della libreria
LINPACKES} che implementa un metodo proposto in]:9l. Tale metodo da una

stima di 1/K senza il calcolo dei valori singolari di A. I valori di
1/K relativi agli?9 che figurano nelle tabelle 1,2,3,4 sono riportati

nella tabella seguente:



(v 1/K
-1
) 0,105 10
)
K /4 0,675 10
-2
/8 0,840 10
-3
® /16 0,820 10
/32 0,248 10°°
T ! 4 Tal . &
/64 0,694 10
-4
/128 0,186 10
- -5
x /256 0,483 10
-5
¥ /512 0,122 10
-6
% /1024 0,309 10

Esempio 2

51 considera la matrice triangolare superiore R, i cuil elementi,

se © & un numero reale, sono definiti da

r =i9 , I =1/§{ . r =1 i=2,...,n-1
11 nn ii
r..=0 123 ; r, =-1 1<y
ij ij
Si generano in modo casuale i vettori v (v f=1)i=l,...,n e =i
i i

costruiscono le matrici ortogonali
T .
E =I-2 v, v, i=l,...,n
i ii

Si calcola la matrice

S
Si fissa la soluzione x come nell'esempio 1




i
=(~1) i ’ i=l,... n

e 11 termine noto

T
b=A Qe

51 ottiene cosi il sistema con soluzione nota
A x=b
I risultati riportati si riferiscono alla scelta n=10; la tabella

o] o)
6 e relativa al caso x =0, la tabella 7 al caso in cui x ha le prime

nove componenti nulle e x° O=lOOO.

Le stime dei reciproci dei numeri di condizionamento, calcolati

come nell'esempio 1, sono riportati nella tabella seguente:

(v 1/K

0.2 0.229 107>

0.4 0.310 10°°

0.6 0.347 10>

0.8 0.331 107> Tal, 8

1.0 0.363 107>
20 0.826 10>
40 - 0.138 1072
60 0.147 10°
80 0.116 107>
100 0.537 107°




8. Risultati numerici.

Dagli esperimenti numerici vengono confermate alcune previsioconi

esposte nei paragrafi precedenti.

E' stato osservato che 1la deviazione dall'ortogonalita della
matrice calcolata Q@ non dipende dal numero di condizionamento di A nel
procedimento di ortogonalizzazione di Homgeholder, mentre ne dipende

Mmodificato

nel procedimento di Gram—SchmidGVi Da cid segue, come si vede dalle

tabelle dei risultati numerici, che:

1) HS da risultati migliori di GSM al crescere del numero di condiziona-

mento di A specialmente se |[| x-x°|| & grande.

2) L'applicazione della doppia iterazione migliora pil sensibilmente i

risultati ottenuti con GSM che con HS.

@

Un altro risultato che si 1legge sulle tabelle & che El

generalmente pild piccolo in HS che in GSM (anche nei casi in cui E

[0

pit grande in HS che in GSM); questo significa che la distribuzione
dell'errore sulle singole componenti del vettore soluzione & pil unifor-

me in HS che in GSM.
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