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1. Introduzione

L'analisi strutturale delle costruzioni in muratura & ancora oggi un problema arduo per la difficolta di
modellare in modo realistico il comportamento costitutivo del materiale. Risultati interessanti sono stati
ottenuti recentemente utilizzando 1'equazione costitutiva del cosiddetto materiale masonry-like, che nella sua
formulazione originaria [1} ipotizza la muratura non resistente a trazione e con infinita resistenza a
compressione e che & stata successivamente generalizzata per tenere conto anche della limitata resistenza a
compressione [2]. Infatti, con l'aiuto di appropriate tecniche numeriche, questa equazione costitutiva & stata
applicata con successo allo studio della statica di alcuni importanti edifici storici. D'altra parte la
complessita di queste analisi statiche e le difficoltd incontrate nel tentativo di estendere 1'applicazione di
questa equazione costitutiva ad analisi dinamiche [3], metiono in luce H'utilitd di un legame costitutivo per
elementi monodimensionali in muratura, formulato in termini di caratteristiche della sollecitazione e della
deformazione.

In questo lavoro viene presentata una equazione costitutiva per travi di sezione rettangolare, costituite da
materiale elastico non lineare, non resistente a trazione e con limitata resistenza a compressione. Facendo
lipotesi che le sezioni rimangano piane e ortogonali alla linea d'asse deformata e tenendo conto del solo
sforzo assiale, si individua l'insieme ¥ delle caratteristiche di deformazione (deformazione estensionale ¢ e
cambiamento di curvatura  della linea d'asse) ammissibili. Questo insieme risulta naturalmente suddiviso in
otto regioni; per ciascuna di esse si determina la relazione costitutiva che esprime le caratieristiche della
sollecitazione (forza normale N e momento flettente M) in funzione delle caratteristiche della
deformazione. L'immagine di ¥ & il ben noto insieme (2 delle caratteristiche della sollecitazione ammissibili.
Poiche' I'equazione costitutiva determinata ¢ iniettiva, anche {2 risulta naturalmente suddiviso in otto regioni
¢ per ciascuna di esse € ben definito il legame costitutivo inverso che esprime le caratteristiche di
deformazione in funzione di quelle di sollecitazione. Successivamente, il legame viene generalizzato
introducendo un limite alla deformabilita, sia in trazione che in compressione, e cid conduce alla definizione
degli insiemi ammissibili ridotti & C X e £ C 2 che sono opportuni sottoinsiemi dei corrispondenti insierni
definiti precedentemente. La procedura mostrata & del tutto generale ¢ pud essere utilizzata per ricavare il
legame costitutivo per aliri tipi di sezione trasversale, come la sezione rettangolare cava [4], la sezione
circolare, ecc..

Successivamente si studia il problema di una trave incastrata agli estremi, soggetta ad uno stato iniziale di
precompressione e caricata in mezzeria con un forza concenirata incrementata progressivamente fino al
collasso. Per ogni valore del carico e della precompressione si determina esplicitamente la soluzione del
problema di equilibric e cid consente di evidenziare alcune caratteristiche dell'equazione costitutiva
presentata. Infine si specializza la soluzione per il caso di materiale con infinita resistenza a compressione,




2. Equazione costitntiva

In questo paragrafo viene descritta una equazione costitutiva per travi di sezione rettangolare costituite da
materiale elastico non lineare, non resistente a trazione e con limitata resistenza a compressione,

Come noto, supponendo che 1 carichi agiscano in un piano di simmetria della trave ed aceettando la classica
ipotesi di Eulero-Bernoulli, la deformazione & completamente descritta dalla deformazione estensionale ¢ e
dal cambiamento di curvatura x dell'asse baricentrico longitudinale della trave. Inoltre, considerando solo la
componente longitudinale dello sforzo, lo stato di sollecitazione & rappresentato dalla forza normale N e dal
mornento flettente A4,

2.1. Equazione costitutiva: nessun limite alla deformazione
Allo scopo di determinare la relazione costitutiva che lega le caratteristiche di sollecitazione (N, M) alle
caratteristiche di deformazione (¢, x), osserviamo intanto che il legame costitutivo considerato, in regime di

sollecitazione mono-assiale, & descritto dalla trilatera mostrata nella fig. 1, dove sono stati indicati con o,
( < 0) il minimo sforzo di compressione ammissibile e con €, la corrispondente deformazione.

G

Fig 1. Diagramma o-¢
Allora, una generica fibra longitudinale di cui & costituita la trave, subira lo sforzo assiale

o, see<g,
oc=14¢ Fe see <e<0
0 se e >0,

dove F ¢ il modulo di Young del materiale in compressione.

Consideriamo una generica sezione trasversale della trave di lati be h (b < h); in vista delle ipotesi fatte sul
comportamento deformativo e sul legame costitutive monoassiale, 'andamento ¢ nella generica sezione &
uno tra quelli descritti nella figura 2,
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Fig. 2. Andamento della ¢ nella sezione.
Ciascuno di questi casi differisce dagli altri esclusivamente per la posizione nella sezione dell’asse neutro
(laddove lo sforzo si annulla) e dell’asse di transizione (laddove lo sforzo passa da lineare a costante). La
posizione di questi assi pud essere facilmente espressa i funzione di € e & e cid consente di individuare nel
piano €% le otto regioni mostrate in fig. 3, ciascuna delle quali costituita da tutte e sole le caratteristiche
della deformazione a cui corrisponde un andamento dello sforzo di uno dei tipi mostrati in fig. 2. L'unione X
di queste otto regioni & costituita da tutte e sole le caratteristiche di deformazione (¢,x) ammissibili.

Fig. 3. Partizione del piano {¢, ).

Si consideri 'andamento dello sforzo assiale descritto in figura 2/a. Esso & caratterizzato dalle condizioni



A, (1)

dove y, & l'ordinata dell'asse neutro e quindi, in vista def legame costitutivo ¢ — ¢, & lordinata dei punti dove
s1 annulla la deformazione estensionale mentre y, & l'ordinata dei punti dove ¢ assume il valore minimo g, e
quindi dei punti dove la deformazione estensionale vale ¢,.

In virtii dell'ipotesi di Eulero-Bernoulli, si ottiene

ely,) =c+ry =0,
€(y,) = e+ x5y, = ¢,

da cui
€
Yy = -,
K
€, — €
0
y =
! K

k<0
e
5=0"=% )
[nz L
h h

che definisce la regione ¥, del piano (¢,x) mostrata in fig. 3, costituita dalle caratteristiche della
deformazione (¢, x} a cui corrisponde lo sforzo assiale di figura 2/a.
Nel caso mostrato in fig. 2/b lo sforzo assiale & caratterizzato dalle condizioni

1 1
< _¥h, 'ﬂ > h__h,
y] —_ 2 y_ — 2
con
€ —€

%=°H,

€
y") = - "“"’

da cui si ottengono le disequazioni

x>0
= HS_% (3)
1 h-

2 2¢
o & o o O
FEE TR

che definiscono, nel piano (¢, «}, la regione /.
In modo del tutto analogo si caratterizzano le rimanenti regioni del piano (e, k) mostrate in fig, 3.
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Nel caso di fig. 2/¢
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: (9)
2e  2e

Procediamo ora a dedurre, per ciascuna delle regioni Z e E: , 1= 1,..,4, le relazioni costitutive che legano le
caratteristiche della sollecitazione (IV, M) alle caratteristiche della deformazione (¢, 5 ) € le loro inverse.
Siano (¢, &) appartenenti alle regioni ¥, o X, ovvero I'andamento dello sforzo assiale sia quello descritto
nelle figg. 2/a-b. In questo caso si ottiene l'equazione costitutiva classica delle travi lineari elastiche,

sz/

[K]~3

A
2

oly)dy = b/ hE(e + wy)dy = Ebhe,

[T g

=
I
b

B 3
3 Ebh
U(y)ydy=b] Ele+ wy)ydy = K,

~4 12
OVVero,
N
— 10
“= Bbh’ 1o)
120
¢ —— 11
Ebh’ (11)
Per (¢,x) appartenente alla regione T, I'andamento dello sforzo assiale & quello descritto nella fig. 2/c,
pertanto, tenuto conto che nsulta y, = — £, si deduce
A 8
2 Eb{hk 4 2¢)
Nﬁb/ oly)dy :M,
—£ 8k
1 7
H Eb(hk — €)(hk + 2¢)
M = b/ o(y)ydy = g 264);2 2

N

le cui inverse sone

_ 8N'(Nh—3M)

- 12

T 9Bb(Nh = 20 12
&N’

.= _ 13

* T BNk — 2M) 13)

Procedendo in modo analogo si ottiene, per (e, «) appartenente alla regione ¥’ (fig. 2/d),

£

—% hk — 2¢Y
N:bf; oly)dy = __E%



£

M=b [ elyyiy =

Eb(hk + €)(hk — 2¢)°

24k ’

le cul inverse sono

_ 8N'(Nh+3M)
© % 9EB(Nh + 2M)
o 8N°

T 9EB(Nh+2MY

Per (¢, &) appartenente alla regione 2, (fig. 2/e), si ha

) 5
N=b(f Ele + ry)dy +f Jody),
h
4 y

2

¥
M= b(/hE(e—I-h’,y)ydy +/ c‘oydy),
-3 ¥

ED—E

Wi

da cui, tenuto conto che risulta y, = , 81 deduce

h

N = @ ( — 4 + dexh + Beg, — 462 + de kh — thg),

&k

M= ;;Ez (463 - 126260 + 12662 ~3er’ B — 462 + SEOHJEh2 + Hahg),
K

le cui inverse sono

_ 36ba, M’ + 12M (2N + bho,)(N — bha,) + h(IV — bho,) (8N + bho,)
ObE(2M + Nh — bh'a,) ’

€

8{bha, — N)°
K = = .
9bE( — bh’s, + Nh +2M)

Analogamente al caso precedente, per {¢, x) appartenente alla regione 2/, (fig. 2/f), si ha

EEE

h
Nxb(/ " o,dy +]' E(6+fiy)dy),
-4 =

e

h
be(f " ody +/' E(f+f6y)ydy),
-4 =

da cul si ottiene,

N = Z—E [452 + 4(hk — 2¢,)e + hw + de,hr + 462],

K

(14)

(15)

(17)



bE

M= 463 — 126062 -+ 3(462 — hgﬁg)e — B + Sfofizhg - 463},

245

le cui inverse sono

, _ 36ba, M" + 12M (2N + bho,)(bha, — N) + B - bha,) (8N + bha,)
9bE(2M — Nh+bhic,)

N 8(N —bha,)’

" SE(2M - Nk bha,)

Per {¢, ) appartenente alla regione &, (fig. 2/g) si ha,

oz 4
N=5b / Ele+ sy)dy +f_ o,dy |,
. =

T

M=5b / ) E(e—i—ny)ydy-l—ﬁ_ecroydy .

£
h‘

= m

m
(==

& quindi
bo,
N = 5;?*(26 -+ he — ‘u)i

_ boy,
24k}

(— 12¢” + 12¢,¢ + 3h'k" — 462),

le cut inverse sono

e, {bho, — 2N) 1
€ =r = + —€,
44/ — 3N* + 3bho,N — 6bo, M = 2

— be,o,

" 2/ — 3N - 3bho,N — 6bo M

Infine, per (¢, x) appartenente alla regione I/, (fig. 2/h), st ha,

e e

Nmb(/ ' o,dy —i-ﬁ_:E(e—Hay)dy ,

ot

M=5% /H Unydy—kﬁ HE(E*!‘WZJ)QCE?J ,
¥ s

[Ny

m

da cui,

b
Nzﬂ(—Qe—th—l-eo),
25

L]

(18)

(19}

(20)

(21)



bo,

M= .
24K

(126 - 19, - 38" + 4, ),

le cul inverse sono

—2
¢ = ¢ (bho, — 2N) + 1, (22)
4y/ — 3N® + 3bho N + 6bo, M~ 2
) be, o, (23)

K= = .
2y/ — 3N* + 3bho,N + 6bo, M
Ottenuto il legame costitutivo

{ ?}if}&"ﬁ) { iilﬁ%f@;

si verifica facilmente che l'immagine di & & il ben noto insieme (2 del piano N, M delimitato dalle parabole
~ e+ di equazione, rispettivamente, M = —5%2;— + %N he M= 5% — %N h, costituito da tutte le coppic
0 1]

(N, M) che sono ammissibili [2, 5]. La partizione definita nel piano (e, ) ne induce naturalmente una
nell'insieme {2 che ora procediamo a determinare (fig. 4).

Fig. 4. Partizione del piano (N, M)

Consideriamo la regione T, definita dalle disequazioni (2); in vista di (10} e (11) siha

= : 24
Q, Mz_i\f_h_l_aabh (24)
6 6
M<0




che identificano, nel piano (N, M) la regione ), .
Analogamente, alla regione X, definita dalle disequazioni (3), in vista delle relazioni (10} e (11)
corrisponde, nel piano (N, M }, la regione ! individuata dalle disequazioni

Nh
M< —==
! B 6 a
Q =4, o Nb_obh (25)
=6 6
M>0

Quindi la regione 2, U (2, delimitata dalle rette 1,, 1,, 1 et/ di equazione

Nk g

) M=2L oy = o NR
6 & 6

_ Nk

6 !

0y M=

'
M =
') g

¢ l'insieme delle caratteristiche della sollecitazione a cui corrisponde un comportamento elastico lineare,
Per la regione ¥,, definita dalle disequazioni in {4), in vista di {12} e (13) si ha
(M<0
1 M 3
“h<—<=h
2 B J}T B 2 a 29 3
12bo,M™ + (8N~ ~ 12bo,Nh)M + 3bo,N'h" — 4N h > 0,

ovvero, dopo semplici calcoli,

M <0
Nh Nk
—eoee M —
0,={ 2 =M= (26)
2N Nh Nh
My o 20
( 3bo 2)( 2) 0

che identifica, nel piano (N, M), la regione 2, compresa tra la retta r, e la parabola « di equazione

a) M= - si\;a + %@ (27)
Analogamente, alla regione ¥ definita dalle disequazioni (5), che in vista di (14} e (15) diventano
Y
Nh
Q, = “725‘”2__6“ (28)
-2 By T 50

0

10



corrisponde nel piano (N, M) la regione Qf, compresa tra la retta r’1 e la parabola o di equazione

2N’ Nk
C 3%s, 2

a')

La regione I, & delimitata dalle rette espresse in (6); la condizione & > 2, in vista di (16) e (17), assume la

forma

3 boy

1260,(M + 3 — ENR + bh's, ) (M + LVh — §bb'o,) 2 0.

quindi a , corrisponde la regione 2, definita dalle disequazioni

(M <0
1 1.2
.Z\(lrz “é-Nh-i-ibhO'
U= M < - ZNR+ b, (29)
2 N 5 1
M< —-— h ——
= 7 3%, + GN bh o,
delimitata dalla retta r, e dalla parabola 3 di equazione
9N
) M= -2— —Nh - lbh o, (30}
3bo,

La regione ¥/ & delimitata dalle rette espresse in (7); queste condizioni, in vista di {(18) ¢ (19), tenuto conto
che si ha
€, — € 2M

P _h+N—bhoﬁ’

forniscono le relazioni

1 1
M < ZNh~-bh',,

1 1. s
M > ENh - jébh G,

. € 1 .
Inoltre, la condizione — — — -2~h > ( diventa
I

0

e, M N’ L BNR bh'o,
oM — Nh +bh'o, 3bo 6 6

pertanto §2, definito dalle disequazioni

11



(M >0

1 1

M< — §Nh + 5bhfa
C 1 1. s
LT\ Mz - oNh+ 2, (31)

ON° 5Nk bh'o
M < — 0
~ 3bo, 6 + 6

risulta delimitato dalla retta r, e dalla parabola 5 di equazione

2N 5 1. s
4 M= _= - .
3) 3o, GNh + th g,

Laregione X, & delimitata dalle rette espresse in (8); in vista delle relazioni {20) e {21), si ha

¢ _ 2y/ — 3N +3Nbho, — 6Mbo, — 2N + bha,

K 2ba, ’
€, —€ —2\/—3N2+3thcru—6MbcrU+2N—thD_
g 2ba, ’

5}

pertanto le disequazioni di &, inducono, in {1, insieme

[ 1 N
> 2 _
M > 2N( b +h)
O, = M< - ??i\; + %Nh (32)
1}
oON® 5 bh'o
<& et - 0
M < Sho. + GNh 5

Detta, aliora, -y 1a parabola

2

N

2bo,
la regione €0, corrispondente a &, & delimitata dalle parabole v, 3 e .

v) M= -

+ éNh (33)

Consideriamo infine la regione ¥, delimitata dalle rette espresse in (9); in vista delle relazioni (22) e (23},
si ha

€ —2y/ —3N"+3Nbhao, — 6Mbo, + 2N — bha,

K 2ba

0

€€ _ 24/ — 3N° + 3Nbho, — 6Mbo, + 2N — bha,
K 2bo,

che implicano

12



M < lw(ﬁ _h
2 bo,
: oN® 1
= M>»> — — =

2, ~ 3bo, 2Nh

ON° 5 bh'o
> —— — =N =
.~ 3bo, 6 ot 6

Detta, allora, v la parabola di equazione

N1
- =N
2bo, 2 h

la regione €2, & delimitata dalle parabole o, ' e .

) M=

2.1 Equazione costitutiva: deformabilita limitata

(34)

Nella trattazione fin qui svolta, abbiamo supposto che il materiale fosse capace di subire deformazioni di
qualunque entith. Ci proponiamo ora di studiare come si modifica l'equazione costitutiva quando, in regime
di sollecitazione monoassiale, si ponga un limite alla deformazione sia in (trazione (e <€) che in

compressione (¢ > ¢ ) (fig. 5).

Fig. 5. Equazione costitutiva nel caso di deformabilita Limitata.

In questo caso, linsieme ¥ delle deformazioni ammissibili & un sottoinsieme lirmitato %, riunione di otto

regioni . e E: i =1,..,4, che procediamo a determinare (fig. 6}.

13




Fig. 6. Partizione del piano (¢, x} nel caso di limitata deformabilita.

Le regioni &, ¢ I/ non vengono modificate dal limite imposto alla deformabilita in quanto in quelle regioni
la deformazione di qualsiasi fibra della sezione & compresa tra ¢, & 0, per cui possiamo scrivere

k<0 k>0
2e 2e
iIZ HEEQ 2 ef;: h’——g2
€ € 2¢ €
¢ > - — 4 =2 ¢ L — - =2,
F= h h h_h h

La regione 3, (E;) & definita, oltre che dalle disequazioni (4), dalla condizione che si ottiene imponendo
che la massima deformazione estensionale, che per questo andamento di sforzo assiale si ha per y = —%h
(y = $h), sia pill piccola di ¢,; si ha allora

2¢ 2e
L < — R
’-ng T
- - _
BT 22 SMTY 2 2
_2h2 3 P hg
€ € 2¢ €
- S — o L — — i
TR TR "= TR T

. y = =/ . . o N . .
Le regioni =, e X, st ottengono da ¥, e &/ imponendo che la minima deformazione estensionale sia

maggiore di €, e percid avremo

14



2€ ( 2e
o> o < — —
h_h K=< 3
2¢  2¢, 2¢  2¢
- T h o JFER TR
E*=‘h<_zs 2, BT k. %
€ € 2e €
¢ > : e ———
= T T =7 T h

- . = = . . . . ' .
Infine, le regioni 2, e X, si ottengono imponendo che la massinia deformazione gsiensionale non superi € &
che 1a minima sia non pill piccola di €, da cui segue

h<2E 1 - 2¢
- — I _ —
— h - h
RS“%'?'%’E 52%_262
. h b o7 = i h
~ h h - h h
t-a>—g~6--}~2€c HJ<2€_26C
S h h ~— h h

L'immagine della partizione di 5 costituisce una nuova partizione {2; e Q’ di ) che si ottiene, come nel caso
precedente, traducendo le disequazione che descrivono ognuna delle E e E i=1,..,4,in termini di N e M

con T'aiuto deile relazioni (10) — (23).
Poiche’ E e E coincidono con X, e Z anche Q e Q coincidono con {2, € Q’ ossia

M>E .MS——M
= 6 2 = 6 2
Q= M>#ML'+G'DNE e {} = MSM_UDNL
6 6 6 6
\ M =0 M >0

§1,, immagine di ¥,, si ottiene dalle (26) con l'ulteriore condizione & 2 f - —;—' ossia, in vista delle {12) e

(13),
36Ebe, M + 12N (2N — 3Ebhe,)M + hN (9Ebhe, ~ 4N) 2 0

e quindi s1 ha

4
PR

2N* Nk

_ Mz - 3o, 2
=1 | N(3Bbhe, = 2N) + 94/ =~ N'(2Ebhe, — N)

6Ebe,

_ N(3Ebhe, - IN) — 2\F N°(2Ebhe, — N) |
- 6 Ebe, !

15



dette p, e p, le curve

N(3Ebhe, — 2N) + 21/ — N°(2Ebhe, — N)

p) M= 6Ebe,
N(3Bbhe, — 2N) — 24/ — N*(2Ebhe, — N)
p.) M= 6Ebe,
st dimostra facilmente che
Jmp = lim p, =
dove si & indicato con s la retta A = -]%; allora S_)E, allorche' ¢, — +oc, tende all'insieme €2,.

Inoltre, poiche' si ha che

Elligg)p; =T

dove si & indicato con # la retta N = 0, l'insieme , ~ @ allorche' ¢, — 0. Per 0 < ¢, < +c0, l'insieme {2,
risulta pin piccolo di {2, ed & delimitato dalla retta r, e dalle curve ac e p, {fig. 7);

= =

- - = o=
Fig. 7. Regioni ,, {2, {2, {2

Analogamente {3, si ottiene da (¥, con I'ulteriore condizione x < — 2 + % ossia, in vista della (14) e (15,
36Ebe, M° + 12N (3Ebhe, — 2N)M + hN*(9Ebhe, — 4N) < 0

e quindi
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( Nh

Mz -=
a2 Nk
— — 3bo, 2
&, = o > = N(8Bbhe, - 2N) — 2/~ N'(2Ebhe, — N)
= 6 Ebe,
< = N{3Ebhe, — 2N) + 24/ — N*(2Ebhe, — N)
= 6Ebe, '

.

. =1 o =
Come nel caso precedente, per € — +oo linsieme ) — () e per ¢ — 0 linsieme 2, — . Per
s =t g . - D -
0 < ¢ < +oo, l'insieme (), & limitato dalle v/ e dalle curve o' e p; (fig. 7), avendo posto

— N{3Ebhe, — 2N) — 2y/ — N'(2Ebhe, — N)
6Ebe, '

p)) M=

Liinsieme {1, immagine di T, si ottiene da 2, aggiungendo la condizione x > ~ 4 + % ¢ quindi, in vista
delle (16} e (17),

8¢, (N — bho,) (6M + Nh — bh'o,)
— +2¢,—2¢, 20
9ba,(2M + Nh — bh'a,)
¢ pertanto
(1< —inns fowo
-6 6 0
2N 5 1, .-
> ———+=Nh — =
M = 3 b0, + g 6bh o,
ﬁxzz T . ia s o\ ‘/Er“vr—th‘\EHV’ L bhe (e — Q¢ )1
)< (N —bho,)|2Ne, +bho (e, — 3¢ )] YV %\t o) [V E T BITG & — 2E, )]
h 6500 (Ec - 60) Bbgu(ec - ED)
TS (N — bho,)|2N¢, + bho, (e, — 3¢, )] N \/EO(N — bha,) [N¢, + bho, (e, — 2¢,)]
N GbGU{EC - 60) Sbao(fc - Eo) ‘

\

Dette p, e p, le curve

p.)
_ (N —bho)[2Ne, + bhoy(e, — 3¢)] \/ e,(N — bho,) [Ne, + bho,{e, — 2¢,)]
- 6600(6: — &) 3ha, (e, — &) 5
P}
3
o = @Y = bha,)[2Ne, + bhay(e, - se)] \/ e, (N — bha,) [Ne, + bho, (e, - 2¢,)]

6bo, (e, ~ ¢,) 3bo, (e, —¢,)

si dimostra faciimente che,
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lim p, =1lim p, =r
€, =00 T E,r—00

avendo indicato con rlaretia M = — LNk + 1bh70, e pertanto £, — @, pere, — — oo. Inoltre,

limp, = limp, =r,

Gy o

e pertanto ﬁa — 0 per e, = —oo.Per —oo < ¢, < ¢,, l'insieme {2, risulta pid piccolo e delimitato daila
retta 7, e dalle curve § e p, (fig. 7).

Analegamente Ia caso precedente, l'insieme ﬁ;, immagine di Sg, si ottiene da (2, aggiungendo la condizione
K< 2 %:i & quindi, in vista delle {18) e (19},

8¢, (N — bho,) (6M — Nh +bh'c,)

— — 2¢, +2¢, <0;
90, (2M — Nh+ bh'c,)
si ha allora
1 1 1, -
M > —gNh-I-»ébh a,
2N®  5Nh bh'o
< _ 1]
M 3bo, 6 * 6
-/ - 3.
= af < N —bha)[2Ne, +bhoy(s, —3¢,)] \/6D(N —bhoy) [(Ne, -+ bhay (e, — 2¢,)]
B 6[)0’0 (En - ec) 3500(60 - EL‘)
3
(N = bho 2N, + bhay e, — 3e)] V%V = bho,)' [Ne, + by (e, = 26,)]
]\_/[ > ¢ 0 0 0 [ + .
- 6ba, (e, — €, ) 3bo, (e, —€.)

Dette p/ e p/ le curve

P,)
3
e (N — bha,)[2Ne, + bhay(e, = 3¢)] \/EU(N - bho,) [Ne, + bhoy(e, — 2¢_)]
- 6bo, (e, — ¢€,) 3bo,(e, — €,) ’
)
3
W= (N — bho,)[2Ne, + bho,(e, — 3¢, }] " ‘\/%(N — bha,) [Ne, -+ bha, (e, — 2¢,)]
- 6bo, (e, —¢,) 3ba, (e, — €) :
51 ha che,
Jm py = lim po=r

conrlaretta M = %N h— %bhzao, e pertanto ﬁ; -~ (2 quando ¢, — — cc. Inoltre,

limp) = limp, =,

£+, T €€,

18



e quindi {1, —  per e, — ¢,. Per —co < ¢, < €,, l'insieme {7, risulta pidl piccolo e delimitato dalla retta r, e

dalle curve ' e p, (fig. 7).

[]
= Lm

L'insieme §2,, immagine di ¥, si ottiene da 2, aggiungendo le condizioni &

ossia, in vistadi (20) e (21),

G (N = bha,) = (¢, - 2¢)/3( - 2Mbo, - N* + Nbha,)

=0

H

\ — 2Mbo, - N* + Nbho,

(e, — 265_)\/3( — 2Mbo, - IV 4 Nbho) - Ne,

\/ - 2Mbo, — N’ + Nbh,

Allora, l'insieme , sara definito dalle disequazioni

M'z%]\f(-ﬁ—&—h)

.

bo,
aN® 1
[< — —Nh
M = 3bo, + 2
aIN° 5 bR o
< _ _ . a
M= B0 T 6Nh 6

0
o < [AN (€ — 3¢,¢, + 3¢ ) — bhe.o,| (bha, — N)
- 6ba, (e, — 2¢,)

2

N [Sbhao(eu —2¢.) — 4N(€; — 3¢,€, + 363)}
6bo, (6, — 2¢.) '

c

2

M <

\
Dette p, e p, le rette
[4N (€ — 3¢,¢, + 3¢ ) — bhe o, } (bho, — N)

6bo, (e, — 2@)g
N [Sbhgo(eo - 266)2 ~ 4N (E; — 3¢, + 36:)]

P) M =

) M= D
Py 6bo, (e, — 2¢,)

si dimostra facilmente che,

" Hm p =7
] g—+og B
lim = . — S,

=l

lim p, =7

€,——CQ

19



Per valori finiti di €, & ¢, le curve p, e p; limitano l'insieme £2, come mostrato in figura 8.

bhﬁﬂf;& ) bhog,

2(E—E,)

bhie, (&, -38)

blige,(38-2¢) _ 12(E-&)

12¢2

Ps

Fig. 8. Regione (e 1.

In modo del tutto analogo, linsieme ﬁ: immagine di Ei, si ottiene da {), aggiungendo le condizioni

2 L
ES — %+ Ter <2 2 ggsia in vista di (22) e (23),

— (N = bho,) + (¢, = 26,),/3(2Mbo, — N* + Nbho,)
\/2Mba, — N* + Nbha,

<0

3

— (e, — 2¢,)/3(2Mbo, ~ N* + Nbho,) + N,

< 0.

\/2Mba, — N* + Nbho,

Pertanto ﬁi ¢ definito dalle disequazioni

20



]\fglN(—ji—h)

2 ba,
oN' 1
M> - ~Nh
- 3bo, + 2
3 aN® 5 bhio. -
M> — “Nh~ 2
{2 3bo, + 6 6

- [4]\7(62 — 3e.€, + 36?) - bhcjau] (N — bho,)
- Bbo, (e, — 2¢,)
N[ — 3bho, (e, — 266)2 + 4N (e — 3¢, + 363)]

M > -
6bo, e, — 2¢,)
Dette
o) M [4N(ez — 3¢,€, + 36?) - bhEZO’O](N — bho,)
: Gbo, (e, — 2¢,)
N [ — 3bho, (e, — 26c)2 +4N (€ — 3¢, + 362)]
py) M =

6bo, (e, — 2€C)2

si prova facilmente che,

lim pl =+
£ostoo ® =
lim ‘1.°°,_, = O-
im p, =
e
3 [— !

[ e = g
lim¢ . = Q. — 9.
limp' =4 @

1%_}60135 B

Nel caso di deformazione di trazione ammissibile maggiore di zero e di deformazione di compressione
T ' . . . = . . g . . N
ammissibile minore di €,, Vinsieme £, si riduce di dimensione e risulterd compreso tra le parabole o, 7. p.

e p, (fig. 8).

21



3. Un esempio

In questa sezione si risolve esplicitamente il problema di una trave in muratura incastrata agli estremi,
soggetta ad una precompressione e ad un carico concentrato in mezzeria incrementato fino a raggiungere il
collasso (fig. 9). Per trovare la soluzione si procede in questo modo: assegnata la precompressione
N, (Gho, < N, < 0), per valori del carico concentrato £ minori o uguali a —%ﬂ, ogni sezione della trave
¢ interamente compressa e quindi la soluzione & quella che si trova nell'ambito della elasticita lineare. Per
valori di F' piu grandi, fino ad un certo valore F|, appaiono alcuni tratti nella trave dove le sezioni sono
parzializzate senza schiacciamento (fig. 2/c e fig. 2/d); aumentando ancora il carico fino al valore F), si
verifica un'ulteriore suddivisione ed in alcuni tratti le sezioni sono parzializzate con schiacciamento (fig. 2/¢g
e fig. 2/h). Infine, aumentado ancora F' fino al collasso della trave (F'), si formano, all'incastro e sotto il
carico, delle cerniere plastiche. In ciascune di questi intervalli di carico, la soluzione viene trovata
integrando, nelle varie zone, le equazioni differenziali appropriate ed utilizzando le opportune condizioni al
contorno e di raccordo. .

Invece, per ho, < N, < %hoo, la soluzione & dedotta ipotizzando un altro percorse di equilibrio; infatti, per

4h? (N, —ho . : L . .
F< %, le sezioni della trave sono interamente compresse pertanto la soluzione & quella ricavata in

elasticita lineare. Per F' pill grande, si determina, fino ad un certo valore del carico F‘l, una suddivisione
della trave in tratti dove le sezioni risultano compresse con parziale schiacciamento (fig. 2/e e fig. 2/f) e
tratti dove sono interamente compresse; aumentando ancora F fino al valore F ,» §1 attua una ulteriore
suddivisione della trave e si riconoscono tratti dove le sezioni sono interamente compresse, COmMpresse con
schiacciamento (fig. 2/e e fig. 2/f) e parzializzate con presenza di schiacciamento (fig. 2/g e fig. 2/h).
Infine, come nel caso precedente, per successivi incrementi di carico fino al carico di collasso della trave
(F), si formano, all'incastro e sotto il carico, delie cerniere plastiche.

3.1 Piccola precompressione

Consideriamo una trave di lunghezza [, incastrata agli estremi con sezione rettangolare di altezza h e
larchezza unitaria (fig. 9).

-

F A _[

\ N, !

L ) |
L T

/ Sez. A-A

Fig. 9. Un esempio

Sia costitnita di materiale elastico non lineare, non resistente a trazione e con limitata resistenza a
compressione o,( < 0). Al fine di poter applicare un carico (rasversale, applichiamo uno stato di
precompressione NV, ( < 0) non pilt grande, in modulo, di %ho—o. Quindi applichiamo un carico concentrato F
in mezzeria incrementandelo fino a raggiungere il collasso della trave,

E immediato verificare che, posto
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oL _4hN,

o 3l * (35)

per F'< F, in ogni sezione della trave le caratteristiche della sollecitazione M e N appartengono
all'insierne £ U {)' e pertanto la soluzione del problema & quella ricavata nell'ambito dell'elasticith lineare. Si
consideri, adesso, un valore di F maggiore di F,,; si determinano, in prossimit dell'incastro e sotto il carico,
alcuni tratti di trave nei quali Ia sezione & parzializzata (fig. 10).

NM)e @, Qo @ Q
446 14 18 Y8V
[

|
ﬁz; N, Z,

| |

[

2
Fig. 10. Caratteristiche della sollecitazione nella trave per F, < F < Fl e %hao <N, <.

b0 | Py

Siano z, e z le coordinate delle sezioni della trave tali che, detta e(z) = ‘x((;)) 'eccentricita, valgane e
relazioni

%Se(Z)S% for0 <z < 2,

—%<e(z)§% forz, <z< 2z,

M%SQ(’Z)S_% for z, SzS%l.

Sia F il valore del carico tale che, per 2 =0 e z = %Z, il minimo sforzo di compressione valga o,. Allora,
per F, < "< F,siha

0 <2<z, (N,M) e,
z, <2<z, (N, M)eQ,
z <z <2l (N, M)eq.

Pertanto, detti w e v lo spostamento assiale e trasversale della linea media, si hanno, in vista delle
(10) — (15), le seguenti equazioni differenziali ordinaric

, _8N*(Nh - 3M) N,

_ _ N 36
" T 9E(NL ~2M)Y  Eh (36)
,, E

_ 37
4 OE(Nh — 2M)? (37)

23



per0 < z < z,

N N
Y:==F%n " Eh
, 12M

Y ER

perz, <z < z,

o — 8N*(Nh+3M) N,
' 9E(Nh+2M)2 Eh

. 83
“ T OBE(Nh + 2M 2

perz, < z < 11,
con le condizioni al contorno e di raccordo

w, (0) = 0,

v (0} =0
v, {0} =0,
v,(30) =0,

24
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(46)



M(z) R
6!

N, . :
essendo — 2 fa deformazione dovata alla precompressione N,.

(54)

Sia M(z) = M, + 1Fz l'espressione del momento flettente, avendo indicato con M, il momento flettente

nella sezione dincastro; allora le {53) e (54) consentono di scrivere le relazioni

2NA
4= AT S
Nk 1

M, = 5 —2~on,

che, sostituite nelle relazioni (36) — (41}, conducono alle equazioni differenziali

, 4AN*(Nh + 3Fz, — 3F2) N,

YT E@Nh + 3F%, — 3F2): _ ER

g SN
* " DB(2Nh + 3Fz, — 3Fz)?
per0 <z <z,
P NN
“: = BL T Eh
9 2Nh — 6Fz, + 6Fz
v = —
En?

perz, <z <z,

. _ 12N*(Nh — Fz, + Fz) N,

% = E{aNh — 3Fz, + 3Fs¢ _ Lh

y 8N?

% T BANh = 3Fz, ¥ 3557

perz, <z < il
Integrando la (57} si ottiene

w () = — 4N’ ( Nh
2T 8EF2Nh +3Fz — 3Fz

N
+In2Nh + 3Fz, — 3Fz|) — E—;lz + A

e, in vista della (42), si ha

A AT (v
"~ 3EF2Nh +3Fz,

+ 2Nk + 3Fz,|).

25

(55)

(56)

(57)

(58)

(61)

(62)




Integrando la (59) si ha

N
’UJG(Z) EZ_EZ-FB
e poiche’
4N° 1 N,
w,(z,)= — SEF(2 +1In(—-2Nh)) — T % +A
e
£z - =2z +B

la condizione di raccordo (44) consente di scrivere l'equazione

N AN" 1
A= EZG-F ﬁ(i + In{—2Nh)) + B.
Integrando la (61) si ha
4N’ Nh

N,
~ +In[dNh — 3Fz, + 3Fz|) — =z + G

w2 = S INh = 3Fz, 4 oF Eh

in vista di (55) si ha

()= 2N2+2NND N g
AR T ER® T 3ER T 3EF | ERD

e
__AN'In(=2Nh) 2N® N,z 2NN,
wis)="—3pr — T3EF " Eh T 3EF TC

e quindi ta condizione di raccordo {45) consente di ricavare la relazione

4N" Nz,  4N'In—2Nh N

B=spgr ~Fn T iEF

C.

Infine, da (43) si ricava

4N" 2Nk 3FI N
~ - _ S L
C = = 3EF SNh—oFz 7 am T AR -3 n 4 l)+2Eh

e quindi, da (64}, (66), (68} e (69), si ottiene l'equazione trascendente

_ 3FIN, + Nh n 2NHR thn (2Nh + 3Fz,)(8Nh — 6Fz, + 3F1)
8N’ | ONh+38Fz « 8Nh— 6Fz +3F ' iNh
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(65)
(66)
(67)
(68)
(69)
3
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nelle incognite NV e z,.

Integrando l'equazione differenziale (58) si ottiengono le espressioni

B SN¥
SEF(2Nh + 3Fz, — 3Fz)

v;(z) = +D

(= BN
U= SER

logl2Nh + 3Fz, — 3Fz| + Dz -+ G;

quindi, con l'aiuto {46) e (47), le costanti

Do 8NN3
~ 3EF(2Nh + 3Fz,)

3

8N
9EF*

log|2Nh + 3F z,|.

Dall’equazione differenziale (60) si ottengono le espressioni

, _ 3FZ + (9Nh ~ 6Fz)2

v,(z) = 7% +H
[
Fz' + (Nh — 8F2)2"
v,(z) = ~ =2 *+ 1 %)z +Hz+1

ER

e, in vista delle (49) e (50), le relazioni

AN’ 3Fz — 2Nhz,

D=H+ommp + ER’

2Fz — Nhz'  gns
G =1 H-D z g -
+( )ZO + Eh3 QEF_

Analogamente, da (62) si hanno le espressioni

/ 8N®
vle) = - -
3EF(4Nh — 3Fz, + 3Fz)

+L

27
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(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

{77)

(78)

(79)




8NN3

v(2) = = coIn|[ANh = 3Fz + 3Fz| + Lz +P (80}

quindi, in vista di (48), (51) e (52), le espressioni

= 3EFGENk 1_(3;:;2 Y (81)
Hel o 3%,\;}1 3 SFZS;;SN}L::G (82)
¢ 2.2 3,8

, . 4N'Kz,  ANR
P=1+(H-L)z— %) + gﬁg In—2NF -+ 2~ 3 ;hs 3 9TF . (83)

Ora, dalle relazioni (73}, (77), (81) e (82), si ottiene 'equazione

8N°® ( 2 B 1 -0 (84)
S3EF \8Nh—6Fz +3Fl 2Nh+3Fz,/)

dalla quale si ricava, posto che Z%\jpi #0,8Nh —6Fz, +3Fl #0e2Nh +3Fz # 0,

FA— £ ! ._]Yj,
"7 47 3R
(85)
allora, sostituendo il valore si z, nella (70), si ottiene l'equazione trascendente
~NJI 2N 16Nk SNh
- (g == — | = 86
2Eh  3EF ( onh —ar T " Nn 1 3Fl> (86)

la cui soluzione consente di ottenere il valore incognito N e quindi la soluzione del problema. In vista delle
(63) — (83), Ie funzioni momento flettente, spostamento orizzontale ¢ verticale, possono essere espresse in
funzione del solo valore di IV, atiraverso le espressioni

M(z) = %F(z— é)

IR L S .
°T 4 3FTT T 4 3F
N, 4N’ Fl+4Nh 16N°h 1 1
—e 87
W) = =52t 3EE® TaFz 1 Fl1 ANE T SEF <4Fz —FICANR T Fl 4Nh) (&7)
N - ? N{9F'I' + T2FNhl + 80N'R’
w.(z) = N, AN S(FL+ANK) ( + o ) (88)
: Eh 3EF &Nh 36EFh(Fl+4Nh)
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()= Do,y 4N' | 9(4Fz — F1+ANR)(Fl+ 4Nh) L 8Nh 9FI 4 28Nk
W U ELT T 3EF 64N°R OEF\4Fz — FI+4Nh  Fl+4Nh
(89)
32N 8N®  —4Fz 4 Fl+4Nh
v = sErEr v Y oEE T e (%0)
0. (2) F o+, 3FL (3F1+4Nh)" L8NS 8Nh
e — z —
: ER'™  4ER"  V44EFK(Fl+4NR)" ' 9EF°  3(FI+4Nh)
(3FI+4NR){9F'T — 12FNhi + 160N°1') o)
1728 EF° A’ i
32N° 8N3 64h° N 20N°
v,(z) = 71n + 7 (92)
OEF(FI+ 4NE) T 9EF 9(FI+4Nh)(4Fz — Fl+4Nh) ' 27EF
Si osservi che M, uguale a — £t 5 » dipende esplicitamente solo dal valore del carico F e non dal valore della

forza normale NV; inoltre il suo valore ¢ proprio quello che si trova nell'ambito dell'elasticith lineare. Lo
spostamento assiale w non & nuHo contrariamente a quello che accade per la soluzione lineare elastica. z, ¢
z, sono simmetrici rispetto ad £ ; €d infine si ha che il modulo della forza normale N & crescente con F,
come si deduce 1mmed1atamente dalia (86).

Adesso, conosciuto il valore del momento d'incastro M,, possiamo calcolare il valore del carico . fino al
raggiungimento del guale la soluzione trovata ha validita; infatti, F, ¢ l'intensita del carico per il quale nella
sezione d'incastro lo sforzo di compressione minimo raggiunge 11 valore o, e quindi & quello per cui le
caratteristiche della sollecitazione in quella sezione appartengono alla curva o, frontiera tra le regioni €}, e
£2,. Allora, sostituito in (27) M, al posto di M, si ottiene

_ 16N 4NL
17T 341 l

o]

(93)

che, sostituito nella (86), conduce all'equazione

_Nol No‘el h ah
_ 1 3 _ 0 g — 94
5Eh _ 3E(4N - 3c.h) { A (2N1>] ’ o

1

la cui soluzione consente di calcolare il valore N, e quindi F.
Per I > F| appaiono, nella trave, due tratti nei quali lo sforzo assiale ha l'andamento mostrato nelle fige.
2/g-h, determinando cosf una nlteriore suddivisione degli intervalli [0, z,} e 1] (fig. 11).
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(NM)eQ Q. Q Q Q Q
4B G
7,44 12 1a W4 N

|
% ’ZONO z zj:E

[ %Y
E-%
no |y

!

2
Fig. 11. Caratteristiche delia sollecitazione nella trave per F, < F < F, e ha, < N, <.

Indichiamo con z, e z, i valori di # tali che si abbia

0<z< g (N,M}eQ,,
z, <z <z, (N, M) e,
z, <z <z, (N, M) e,
z <z <z (N, M) €,
z, <z <3l (N, M) e Q.

Allora la soluzione del problema, in vista di (10) — (15) e (20) — (23) si oftiene integrando le equazioni
differenziali

o = _(ho, — 2N)o, L0 M (95)
' 4F+/ - 3N’ +2Nho,+3Fo,z, — 3Fc,z 2L Eh

W = - — (96)
' 2BEy/ - 3N +2Nho, +3Fa,z, — 3F0,z

pert <z < 2z,

, _ 4N®*(Nh + 3Fz, - 3Fz) N,

~ _ M 97
“» T 9E(2Nh + 3Fz, — 3Fz)?2  Eh &7
, HE
_ 98
b E(2Nh + 3Fz, — 3Fz) %)
perz, < z < z,
N N
Y= Th T Bh %)
S 2Nh — 6Fz, + 6Fz (100)

: ER
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perz, <z <z,

12N*(Nh — Fz, + Fz) N

— i}

“«~ E{dNh - 3Fz, + 3Fz) Eh

S 8N

+ = B{4Nh — 3Fz, + 3Fz)

perz, <z <z,

W = (hgo — QN)JQ e 0
: 4E\/—3N3+4N}160—3FG'UZD+3FG'DZ 2k Eh

o

2

1 UO

7 = —
: 2B/ —3N° +4Nho, — 3F0,z,+ 3F0,z

perz, <z <3l

1
2
con le condizioni al contorno e di raccordo
w, (0) = 0,

ws(%l) =0,

v, (0) = 0,
v, (0) =0,
v (31 = 0,

31

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)
(106)
(107)
(108)
(109)
(110)
(111)
(112)
(113)
(114)
(115)
(116)
(117)

(118)



M(z) h
N 8
M(z) R
N 6

oih)|_ =o,

of(—%h)!:::3 =g,

(119)
(120)

(121)
(122)
(123)
(124)

(125)

avendo sostituito ad M (z) 'espressione M, + 3 F'z e avendo utilizzato le (122) e (123) per scrivere le

relazioni {55) e (56).
Le condizioni (124} e (125), poiche’ si ha che O‘(:l:%h):E(

o(:ksh} = o, in vista delle (12) — (15), forniscono le due relazioni

ey o NN
* "7 3F  3Fq,
e

z_z_4Nh+4N2
* " 3F ' 3Fg,

che, insieme alle (55) e (56) consentono di esprimere M,, z,, z, € z, in funzione di N e z,.

Integrando la (95) si ottiene l'espressione

1
et—kh) e, per 2 =2, e 2

2

2N — ho, 9 o,z N,
- ——— — ’ — —_ A
w,{z) SEF \/ 3N" +2Nho, + 3Fo,z, — 3Fo,z + 57 TRt
&, in vista della (105), la costante
ho, — 2N "
= L(?SEF—\/_ 3N" +2Nho, + 3F oz,
Integrando la (97) si ottiene
4N Nh N,
= — In|2 —3Fz|) — =+z+B.
W) = = 3EF GNh ¥ aFs, —5F, T MPNR+OF 3] - gz
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e poiche’

N(ha,—2N) 04, N

_ 0 __~'o
W) = =t g~ pratA

(z)““—ﬁfﬂ —-—4N21n —4N2 _ +B
GBI T REF T 3BF o, | ER"

dalla (107) si deduce

N{5ho, —6N) 0,  4N° —4N°
B=A+ 020 A 127
AT EF 2F T 3EF ", (127)

Analogamente, dalla (99) si ottiene

N N
w,(z) = TRe *E—hz—i-C

¢ poiche’

4N° 1 N,
_BEF(§ + In|2NR|) — Th % +B

w,(z,) =

N

N,
w,{z,) = ST —E—]‘;za +C

con l'aiuto di (108), si trova

2

N 4N

B=ns+ 557

(é— —l—InJZNh[) +C. (128)
Dalla (101) si ottiene

4N’ Nh N
w2 = spr (o 3Fz, 1 3F; © MIANR = 3Fz +31%]) - oz +

quindi, poiche’

N N
wa(zl) = E'E% - —E?_hzi +C

_ 4N"In(=2NK) | on? Nz | 2NN,
w,(z) = = SEF +tiEF —m T sgF T D
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la condizione di raccordo (109) consente di scrivere la relazione

C=

N{2N —3z) 4N" /1
SEF T 3EF (2 +1n(—2Nh)> +D. (129)

Infine, integrando la (103), si ottiene

ho, — 2N

2 N,
’LUs(z)Z 6EF \/_SN‘+4N}LUD_SFO.OZD-l_SFUOZ‘!‘E——Oz+G

2E  Eh

quindi, dalla (106), si trova la costante

_ 2N —ha, al N,

, 3 |
G= CRF \/wSN +4Nhao—3FdazD+2FUDl—4E+ZEhl, (130)
inoltre, poiche’
AN' 4N’  Nho, N,
= 1 o Yo
wlz) = gpph o — Y 3gF ~Epa TP
e
N{GN—-5he 0.2 N, -
ws(zj) = ‘;—EET-QE"JVQO—};WE—E%J”(J
con aiuto di (110} si ricava
N{(6N —Tho,) 0,2, 4N —4N’
D — G 0 0o 1 131
Y T%EF T 2B 3EF" o (131)
che, insieme alle relazioni (126) — (130} consentono di scrivere l'equazione
2N =1 \ 3 ;
_GE_F__% (\/WSN‘ +4Nho, — 3Fo,z, + §FJUE + \/—3N' +2Nho, + 3Fcrozo)
ol N N 2N(2N — ho,) 8N In 2N 0. (132)
4E  2Eh EF 3EF" ha,

nelle incognite V e z,.

Integrando I'equazione differenziale {96) si ottengono le espressioni di v e v/

B _UD\/— 3N° +2Nho, + 3Fc,z, — 3F0,z

/
v (z) = Volz +H

[~

'\/(—3N2 +2Nho, + 3Fo,z, — SFO'OZ)a +Hz+1
34
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¢, utilizzando Je condizioni al contorno (111) e (112), le costanti

0,/ —3N* + 2Nho, + 3Fo,z,

_ 133
H 3EF (133)
e
] 3
[z — 27E2F2 \/(——BN‘ +2Nho, +3Fc,z,) .
Integrando la {98) si ottengono le espressioni
' 8N4
=~ L
%)= =~ SEFGNR T 5Fe a3 T
e
(2) = 8N31n|2Nh+3F 3Fz|+Lz+0
n(2) = oo z, z
e, in vista delle (114) e (115), Ie relazioni
Neo
=1L - 2% 134
H=L 3EF (134)
e
2N? —4N’
I =0+ (L-H ———— 121 17.
i )22+27EF'( S +)
Analogamente, dalta (100) si ottengono le espressioni di v, e v;
: 3Fz + (2Nh — 6Fz,)2
'U}(Z) = - Eha + P
e
vg(z) _ _ Pz +(NEh;3FzD)z' L Pz 4Q
e quindi, in vista delle condizioni di raccordo (116) ¢ (117), Ie relazioni
4N’ 3Fz — 2Nhz
= P ° o 135
k - 3EFh + ER’ (135)
e
9Fz — Nha' 3
O =Q+{P—~Ljz+—2—2 — iz In 2NV R,
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Dalla (102) si ottengono le espressioni di v, ¢ 'u;

s8N

w2 = = SEEaNE - 3Fa 7+ 8F) TR

8SN3

= - 2 aNh — 3F2 -
v,{2) SER n | 3Fz, -+ 3Fzl+Rz + 8§

e, dalle (118} e (119), le relazioni

4N°  3Fz - 2Nhz,

P=R- — 1
3EFh ER’ (136)
e
2Fz — Nhz  gN®
Q=S+ (R =Pz, + ——tmr—" ~ s In[2NVh|
Infine, integrando l'equazione differenziale (104) si ottengono le espressioni di v, e v;
v(2) = _GO\/_Q,N? +4Nho, — 3F0,z, +3F o,z o
: 3EF
e
v, (z) 2 \/( 3N® +dNho, — 3F 0,2, + 3F0,z) +Tz+U
===V (- - z ;
5 27EF, o UOZD 0
quindi, utilizzando la condizione al contorno {113), si ottiene la costante
031/ —3N" + 4Nho, - 3F 0z, + 1 Fo,]
T= : (137)
3EF
e utilizzando le condizioni di raccordo (120} e (121) si ottengono le relazioni
o, N
T=R- 22— 138
EF (138)
e
_ _ o AN
S=U+(T-R)z + 2% (mn = 1). (139)

Adesso, utilizzando le relazioni (134) — {138) si ha lequazione
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\/ — 3N + 4Nho, - 3Fo,z, + $Fo,l =/~ 3N T 2o, 3Fo 2

da cut si ricava

1 Nh
Z, = Z -+ Eﬁ (140)
e quindi

Mo = —*8—.

Allora, anche per questi valori del carico (F > F}, sia M, che z, mantengono 'espressione che avevano
nellintervallo di carico precedente (F, < F' < F),
Sostituendo, allora, il valore di z, nella (132), si ottiene I'equazione trascendente

6FIN, 2N

2(2N — ha,)y/ — 12N’ + 12Nho, + 3Flo, — 3Fla, + P 48N — 24Nk, 32N In

(141)

0

la cui soluzione consente di ottenere il valore incognito N e quindi la soluzione del problema. Con ['aiuto
delle relazioni (126) ~ (139}, l'espressioni del momento flettente ¢ del campo di spostamento, possono
essere espresse in funzione del solo valore di &V, dalle relazioni

Mz} = %F(z — ;'i),

=l M L Nk 1 Nh_ 4N 1 Nh o AN
T4 BT T TR Ty T TsRe % T4 T F T 3Fs
9N — h ; N,
w,(z) = ‘@EEF_U\/ —4F0,2 + Flo, — AN* + 4Nho, + 2 (2% - ﬁ)
—ho, —2N )
+ VB3 —5ery Flo, — 4N° + 4Nk, (142)
» 4N" 4Nh o 16N Noz
Y T BEF\ 3(aFz — FI— 4Nk} "5 (—4Fs+ Fl+aNk) | T ER
 2V/3(2N - ho,)\/Flo, — 4N° + dNho, — 3Flo, + 24N(N — ho,) (143)
24EF ’
ey AV o, (ho, — 2V) (2\/511\/1?100 — 4N + 4Nha, + 3F1 + 24Nh)
wilz) = g W =Ny) = gppingy + S4EFh
(144)
. (2) = 4N* 4ANh N | J@Fz - FI+4NR)\ Nz
7T 8EF\3(4Fz — Fl+4Nh) 4h’o, Eh
232N = ho)\/Flo, —4N° + &Nho, - 3Flo, + 24N (3N — ho,) (145)

24FEF ’
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w,(z) = %\/4FJ z— Flo, ~ AN + 4Nho, +z(ﬁ - %) +
V/3h(2N — ho)/Flo, — 4N° + 4Nha, + 3FI(2N, - ha,) (146)
12EFh ’
\/3( 4Fc,z + Flo, — 4N* +4thr o,27/3(Flo, — 4N° + 4Nho,)
“= 6L * 6EF +
\/ 3(Flo, — 4N* + 4Nhe,)’
B 36EF ’ (147)
SN'In —30,(4Fz — Fl — 4Nh) __
v, = 1§N9 4 6No 2+ 0,24/3(Flo, — 4N° + 4Nhao,) n
: 9EF” 6EF
3\/ 3(Flo, — 4N* + 4Nha,) + 27FNlo, — AN (34N ~ 27ho,)
- 108EF* ’ (148)
L _ 8N R | 8FU" | 2(8K0,/3(Flo, — 4N +4lho,) — 9F'L —4SNR'(N ~ ho,))
*T 9EF* _ ER | 4FR A8EFH
48h3\/ 3(Flo, — 4N* + 4Nho,) — 27F'[' + 432F N I(ho, — N) — 64N 1’ (44N — 27he,)
B 1728 EF° K’  (149)
8N"In th o,
. 8(4Fz — FL+4Nh) | 0,2y/3(Flo, —4N" + dNhoj + 6N,z
‘ 1 6EF
\/ 3(Flo, —4N* + 4Nho,) + 9F Nlo, — 36N° (2N — ha,)
- 36EF" ’ (150)
ho
16Nhlm \/34F0‘Z—F£O‘ —4N? +4thr gz\/,?, Flo, — 4N" + 4Nha,)
%= QEF' 36EE M 6EF +
SN (44N — 27ha,) — 3\/ 38(Flo, — 4N* + 4Nhe,)
* 108EF* ' (151)

Questa soluzione verifica le stesse proprieta evidenziate per la soluzione trovata per l'intervallo di carico
precedente (F, < F < F).

Conosciuto allora il valore del momento d'incastro, siamo in grado di calcolare F, che rappresenta 1] limite
superiore del carico per il quale questa soluzione & valida. Infatti, per F' = F,, le caratteristiche N e M
relative alla sezione d'incastro raggiungono la curva -y e quindi F, insieme al corrispondente valore della
forza normale &,, & la soluzione del sistema formato dalla equazione (141) e dall'equazione di v {33) dove
si sostituisca M, al posto di M.

In questo modo, si ha

4N, 4Nk

= . £ (152)
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che, sostituito nella (141), fornisce 'equazione trascendente

ZN,,> 24N, N,(N, - ho,)
) 4 (I,

—32N,In (h s + 36N, — 12N,ho, =0 (153)

a,

0 0

la cui soluzione consente di trovare N, e quindi F,.

Per F' = F,, le sezioni all'incastro e sotto il carico diventano sede di cerniere intorno al PIOprio asse newtro;
pertanto, escluso il caso per il quale le tre cerniere si allineino ossia il caso in cui o valga o, In meta sezione
e 0 nell'altra, caso che si realizza quando si carichi a partire da un valore della precompressione N, = Lha,,
la wave pud sopportare successivi incrementi di carico fintanto appunte che si formi questo unico
meccanismo possibile. Per questi successivi incrementi di carico, tuttavia, il valore delle caratteristiche della
sollecitazione nelle sezioni d'incastro e in mezzeria deve appartenere alle curve -y e /', rispettivamente,
Allora, per ' > F,, il calcolo della soluzione deve considerare le nuove condizioni di vincolo e il vincolo
sulle caratteristiche della sollecitazione; La soluzione si ottiene pertanto integrando le equazioni
differenziali (95) - (104), sostituendo alle condizioni (105), (106), {111) e (113) le quattro condizioni

9

N 1
M(O)Z —2—%+§Nh,
1 N1
=i iy
M(2) 20, 2 g

che esprimono, appunto, le condizioni che momento flettente e forza normale all'incastro e nella sezione
sotto il carico appartengano alle curve v e 4' e che queste sezioni possano ruotare rispetto al proprio asse
neutro. Integrando, si ottiene la soluzione

5 l
N=1/o(Fl+Wa,)+ shoy, M(z) = 1F<z~~ —),

N' 2Nk N 4Nh N IN' 9Nk

GZFO'O 3F ’zl_FJD 3F 7T 3Fg,’ ' 3Fa, F

z

ho

Ipe
(5} = AN In_ L 2N —ho)\/ =Tz | (ho, = 2N))z | FIQ2N, = ho,) + 8Nh(2N — ha,)
: 3EF 6E/F 2Eh 8EFR ’
(154)
4N2111 2Nh0’n
(2) = 3(Fo,z — N*) N 4N’ho, Nz FI2N, = ho,) + ANh(SN — ho,) (155)
“al%) = 3EF OEF(Fo,z— N°)  Eh 8EFh ’
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(N —N,)z N Flo,(2N, = ho,) — 4N (2N - 3Nha, + h'c’)

w(z) = "—Fp SEFho, ’ (156)
. 3(Fo,z— N’
ANIn ( 0,2 + 2thro) 3
w,(z) = 2Nheo, n 4N ho, _ Nz N
‘ 3EF 9EF(Fo,z — N°+2Nho,) Eh
FI(2N, — ha,) —4NR(N + ho,)
8EFH ’ (157)
aN' 2 ;
() = ho, N (ho, — 2N)\/3(Fo,z — 2N* + 2Nho,) n (ho, — 2N}z n
VT 3EF 6EF 2Eh
FI(2N, — ha,) — 8NR(2N — ho,) 158
8EFh ’ (158)
) 2N
8N’ 7,z
o (2) = 7 e, . 2,/ - 307 , 9(FI2N, = ho,) + 8NK(2N ~ ho,)) (159)
" BEF(2N — ko) 9F/F 4EFh(ho, — 2N) '
3 S(Fcroz_Nz) 2 aN
PGEN ] 8N'g,zlnt—
o) 8N In—— = . s , 0u#(FIEN, — ho,) + ANRN —ho,)) 7V’
B 9EF® 3EF(2N — ho,) 4EFh(ho, — 2N) 27TEF*’
(160)
8N'0,z 8N\ oN  FZ 3NZ(N —ho,)
Ua(z) = - 2 In— — 7 3
3EF(2N — ha,) 9EF'] ho, Eh Eh'o,
(FR'lo (2N, — ho,) + 4N (2N — ho,)(3N" — 6N ho, + 4ANR' 0" + h'c’ )z .
4EFh o (ha, — 2N)
N*(2TN" — 81N ho, + 108Nk o, ~ 37h'0’) (161)
2TEF R o) '
8Nl W,
n
B(FJOZ -N + 2thrn) SNEJGZ}HE—T—
—_— Q
wlz) SEF T 3EFEN < ho )
0,z(FI(2N, — ho,) + ANh(2N ~ ho,))) N’
+ (162)
4EFh(ho, — 2N) EF*
] 3 2 a
@) &N'a,z 16N 1 ON 2\/3(Fc70z—2N +2Nho,) .
L= - 5 e ]
’ SEF(2N — ho,)  9EE" ) ha, OEF"
0,2(FI2N, — ho,) + 8NR(2N — ho,)) 2N’ (44N — 27ha,) (163)

4EFh(ho, — 2N) T ER

che risolve 1l problema fino al carico di collasso F, che si verifica allorche’ nelle sezioni d’incastro e sotto il
carico, le tre cerniere, che si sono formate per [ = F,, si allineino fino a formare un meccanismo. II valore
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F pud essere calcolato con sole considerazioni di equilibrio, essendo unico il meccanismo di colfasso. II suo
valore ¢ indipendente dal valore della precompressione e vale

(164)

cui corrisponde un valore della forza normale N = tha,.

3.2 Grande precompressione

Consideriamo, adesso, lo stesso problema applicando, perd, una precompressione [V, pili grande, in modulo,
s 1

(511 Ehﬂ' 0

E facile verificare che, posto

F . 4h2(ND _ho'[))

° 3hl ’ (165)

per F < F’D in ogni sezione della trave le caratteristiche della sollecitazione appartengono allinsieme
£ U Qi ossia Ogni sezione & interamente compressa & pertanto la soluzione del problema & quella ricavata
nell'ambito dell'elasticita lineare; F o ¢ il valore di F per it quale si ha ¢ = o per y = =+ 5h nelle sezioni
d'incastro ¢ sotto il carico, rispettivamente. Si consideri, adesso, un valore di F > f’g; si determinano, in
prossimita dell'incastro e sotto il carico, alcuni tratti di trave nei quali si ha schiacciamento (fig. 2e—f);
siano z, e 2, le coordinate delle sezioni della trave tali che

0<z<g (N, M) eQ,
z, <z< 2, (N, M)e,
z, <z < gl (N, M) e Q]

ossia siano z; e z,, rispettivamente, le coordinate delle sezioni tali che ¢ valga og pery = =+ %h (fig. 12).

:

(N’M)E 'Q3 Q] Q’J Q‘s
206 18 18 3V
|

B3|y

T %

I

Fig. 12. Caratteristiche della sollecitazione nella trave per ?‘0 <F<F eho, < N, € iho,.
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Allora, detto ﬁ‘l i valore di F' per il quale il valore dello sforzo assiale ¢ valga O per y = F 1h nelle
sezioni dincastro e sotto il carico rispettivamente, per FU < F< F’l, si ha:

. 360,M" +12M2N + ha,}(N — ho,) + h(N — ho,} (8N + ho,) N,
‘ 9E(2M + Nk — Ko,) Eh

] 8(N - ha,)’
v o=
9E( - h’c, + Nh+2M)

1 2

per0 <z <z,

NN
Y= Fr T ER
., 12M
2 = TR

perz, <z <z,

. 360,M° +12M (2N + ha,)(ho, — N) + h(N — ho,)' (8N + ha,) N,

w, - =

9E(2M — Nh + K'o,) Eh

] 8(N - ho,)
v, = ;
9FE(2M — Nh+ Ko,)

3

1
perz <z < 52,

che possono essere risolte in vista delle condizioni al contorno (42) — (52) e dalle condizioni

O’(—%h)i =

v—n [T
|

Procedendo in moedo analogo all'esempio precedente si ottiene la soluziene data da:

! [ 1 AMN-ho) 1  WN-=ho)

M(z)_zF(z 4)’z°”4_ sF ATt T gE
4N - ho,) - - BR(N — ha,)’
o () = SN = ho))' | dFa - FLt 4h(N ~ ha,) | 16h(N ~hoy)
3EF 4h{N — ho,) — Fl OEF(4Fz — Fl+4Nh — 4h’c,)
3

N {ho,— N,)z 18h(N — ho,) . (166)

Eh OEF(Fl— 4Nh +4l7a,)
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() = A = ho,)’ ___ 8h(ho, - N) (N =Nz
T TT3EF "3(FI- ANK ¥ 4R Eh
(ho, = N)(9F'F + T2Fhi(ho, — N) + 80K’ (o, - ny)

36EFA(FI — 4h(N — o)) : (167)
() = 4N ~ ko) . Fl-4Nh+4K'o, . 16R{N — ko)’ N
: 3EF 4Fz— Fl—4Nh+4k’o, 9EF(4Fz ~ Fl— ANh + 4h’a,)
(ho, ~ N,)z . OF'I'(N, ~ ha,) + 36FRI(N — ha,)(ho, — N,) — 321* (N — ho)’ (168)
Eh 18EFh{Fl —4Nh + 4h'c) ’
8(ho, — N) . 4Fz— Fl+4h(N — ho,) 32(ho, — NY'z
— h 1 0 0 , ]
wiz) OEF | 4h(N—ho) —Fl  SEF(Fl—4h(N — o)) (169)
3 3 2
8(ho, — N 8h(ho, ~ N
0,(z) = {ho, 2 )ln (ho, ) _}7’,2*3_|_3Flz3
: 9EF 3(FI—4h(N —ho)) ER ' 4Eh
(3F1 ~4h(N = ho,))(3Fl — 4h(N — ho,)) 2
144EFh (4h(N — ho,) — FI)
(3F1 — 4h(N = ho,)) (95‘212 + 12Fhi(N ~ ho,) + 160R° (N — h00)2>
. , 170
1728EF° I (170)
3
N - —Fl- — - -
o () = 8( hzcro) | 94Fz — FI 4h(N7 wg))(ﬂz (N ~ho))
SEF 64h* (N — ho,)
32(ho, — N) 2 20(ho, — N} (171
QEF(Fl— 4h(N ~ ha,)) 27TEFR"
dove N & la soluzione dell'equazione trascendente
8(N — ho,) 1, 3(FL — 4h(N ~ ha,))
3EF 8h(N — ha,)
OF'I'(N, — ha,} + 36FIR(N + N, — 2ho,)(ha, — N} + 80K’ (N — ha,) . (172)

I8EFR(Fl — 4h({N — ho,))

Per questa soluzione valgono le considerazioni fatte per la soluzione relativa all'intervallo di carico
F, < F < F,, esclusa quella che riguarda la forza normale; infatti, da un'analisi della relazione (171) si
osserva che il modulo della forza normale N & decrescente con / e pertanto, con un valore della
precompressione [N, | > %hoﬂ, si verifica la circostanza che aumentando il carico diminuisce la spinta della
trave.

Analogamente ai casi precedenti, ottenuto il valore del momenio d'incastro, M, = —%Fl, ¢ possibile

calcolare Fl che delimita il valore superiore al carico per cui questa soluzione & valida. Infatti il valore di F .
¢ quello per il quale nella sezione d'incastro si realizza uno sforzo di compressione massimo pari a 0 e quindi
€ quello per cui le caratteristiche delia sollecitazione per quel valore del carico raggiungono la curva j,
frontiera tra le regioni €2, e (2,. Pertanto, sostituito il valore del momento d'incastro M, in (30) si ottiene
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4 (zui‘r; — 5N ho, + hggj)
F o= (173)

! 3la

]

che, sostituito nella (171), conduce all’equazione

20, (N, - hgu)l —2(R, = he, ) N(aR, - th) ~ lho, (7]’\?1 - 3ho, )
n +

B(4N, - ho,) ho, 2Bh (4N, - ha,)

=0 (174)

la cui soluzione consente di calcolare il vaiore N , € quindi F L
Per F > F, in alconi tratti di trave, si riconoscono sezioni parzializzate con schiacciamento (figg. 2/g-h),
determinando una ulteriore suddivisione degli intervalli [0, z,] e [z, 31] (fig. 13).

(NM)eQ, Q, Q Q Q QJ;
7

N7
’dlﬁl 1219 N4 Y

—— — E
Z z N Z, Z

7 2 0 ~3
1
2
Fig. 13. Caratteristiche della sollecitazione nella trave per F <P < F eho, <N, %h

Siano g, e z, 1 valori di z tali che si abbia

0<2<z (NM)
n<z<z, (N

z, <z <z, (NJM)EQ
z <z <z (NMr)EQ’
52223l (N, M) 2

ovvero le coordinate delle sezioni per le quali o valga 0 pery = F %h, rispettivamente, Allora, detto ?2 il
valore di F' per il quale M e N nelle sezioni a z=0¢ z= %E appartengono alla curva -~ e 7’
rispettivamente, si ha, per Fi <F<F S

P (ho, — 2N)o, o, N,

1]

w = + &
' 4B/ — 3N’ +2Nho, + 3Fa,z, ~ 3Fc,z 2E Eh
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2

11 a,

v =
' 2E\/—3NE-i-ZNhJD—l—SFJDzO—BFUOz

per0 <z <z,

, _ 36b0,M" — 12M (2N + bha,)(N — bha,) + h(N — bha,) (8N + bho,) N,
: 9E(2M + Nk — bh'c,) Eh

. 8(N — bho,)’
* 9bE(-—bhc, + Nh+2M)

perz, <z < z,

e N N
+7 Eh  Eh
" 12M

ST T ER

perz, <z < z,

, _ 36b0,M" + 12M(2N + bha,)(bho, — N) + h(N — bha,) (8N + bka,} N,
W= 5
: 9bE(2M — Nh +bhia,) Eh

'UH N 8(N - bhgn)S
* GE(2M — Nh+bk'c,)

perz <z < gz,

o = (ho, — 2N)o, b+ 5% N,
* 4B/ -3N°+4Nho, - 3Fo,z + 3Fo,z 2E Eh

2

" g,

" 2E\/—3N' + 4Nho, - 3Fo0,z, 1 3Fa.z

1
perz, <z < 51

che possiamo risolvere, come nel caso precedente, con le ulteriori condizioni di raccordo in z,e%.5ihala
soluzione

M(z) = %F(z - é)

I h(N-ho) l !
By = T o & n T a1 &, n !
4 3F 1 3F 4 3F 3Fo,
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Fig. 16. Spostamento w e v (cm) per diversi valori di F prossimi al collasso.

Nelie figg. (17) e (18) & mostrato il grafico dello spostamento assiale ¢ trasversale per un valore fissato del

carico F' = 200 N, al variare della precompressione NV, .

Axial displacemsnis tem} for differant pre-comprassion value
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Fig. 17. Spostamento assiale w (cm) per un valore fissato di F' e diversi valori di precompressione.
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Trasvatsal displacements {om) for diflerant pre-comprassion value
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Fig. 18. Spostamento trasversale v (cm) per un valore fissato di [ e diversi valori di precompressione.

In vista dei valori riportati nelle tabelle, per N, = —50 N e con un carico F' = 200 N, la trave risulta
suddivisa in cinque tratti e, allincastro e sotto il carico, c1 sono ie cerniere plastiche; allora il campo di
spostamento, disegnato nelle figure sopra, & dato dalle relazioni (154) — (163): per N, = —500 N, la trave &
ancora suddivisa in cinque tratti ma all'incastro e sotto il carico non si hanno pit cerniere plastiche; in
questo caso quindi il campo spostamento & dato dalle relazioni {142) — (151), una volta calcolato il valore
di ¥V con I'aiuto della {141); per N, = —1000 N, la trave & suddivisa in tre tratti e il campo di spostamento &
~ dato dalle relazioni (87) — (92), una volta trovato il valore di N con I'aiuto della (86); infine, per
N, = —1500 N, pari a %hao, la soluzione si trova nell'ambito dell'elasticita lineare. Per questo valore della
precompressione si oftiene la massima rigidezza della trave.

Aumentando ancora il valore della precompressione, per N, = —2000 N, la trave & di nuovo suddivisa in tre
tratti e il campo spostamento ¢ dato dalle relazioni {166) — (171), trovata la forza normale N in vista della
telazione (171); per N, = 2500 N la soluzione & quella descritta dalle relazion; (175) — (184) in vista
della forza normale N data dalla (185); infine, per N, =—-2950 N, analogamente al caso di
precompressione N, = —50 N, la trave risulta divisa in cinque tratti, vincolata con tre cerniere per z = 0, %l
ed ; Ia soluzione & allora data dalle relazioni (188)—(197).

Si osservi allora che per N, =0 e N, = ho,, la trave non & in equilibrio con alcun carico trasversale; per
IN,| crescente la trave risulta via via pin rigida fino alla sua rigidezza massima che si raggiunge per
N, = %hcro; per |N,| ancora crescente la trave perde di rigidezza con la stessa legge con la quale l'aveva
acquisita per IV, tendente a 140,

St osservi inoltre che, per valori di precompressione simmetrici rispetto al valore %ho*o, il valore della forza
normale che soddisfa le equazioni (86) ¢ (171), (141) ¢ (185) & simmetrico rispetto al valore ko, mentre i

valori di F| e f‘i © = 0, 2; sono uguali; inoltre, il grafico delio spostamento w & simmetrico rispetto all'asse z
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pertanto, detto

Nh

¢~ 19Nh 1 371 (199)

la relazione (198), all'infinito, diventa
3 — 16a + 4log(8a) =0

che ammette le due soluzioni

a, = 0.082 e a, = 0.564.

Dalla (199) si ricava che

3 7l
N=—
h 1—12a

e poiche' il valore di V deve essere negativo, solo il valore a, = 0.564 & soluzione. Allora, per F che tende
all'infinito,

N 3l a

—* L S —
£ h1—12a

e quindi

M 1
L —h (* — —1—) =~ (0,43 h

N 2 24a

ovvero, per £ che tende ali'infinito, l'eccentricith nella sezione d'incastro e sotto il carico tende, in modulo,
ad un valore pit piccolo di %h, indipendentemente dal valore di A.
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