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Sommario

In questa nota si descrive la procedura numerica 'Lagrangiana totale',
realizzata nel programma NOSA per lo studio della risposta di materiali
elastici in presenza di grandi deformazioni.

Derivata dall'equazione del moto la formulazione integrale del problema al
bordo, si ricava la relazione incrementale usata nella procedura di calcolo.

Viene quindi illustrata l'applicazione del metodo degli elementi finiti e
la procedura numerica di integrazione del sistema di equazioni differenziali

del 1° ordine cosl ottenuto.




Simbologia

g% = configurazione di riferimento del corpo
(1) = configurazione deformata del corpo
bO = forza di volume
Div = divergenza materiale
E = tensore di deformazione di Green-S. Venant
F = gradiente di deformazione
H = gradiente di spostamento
n = normale esterna su g%
p = posizione di un punto materiale nella configurazione di riferimento
S = secondo tensore di Piola Kirchhoff
Vv = gradiente materiale del vettore v

C = modulo tangente




1) Equazioni che governano il problema.
Sia g un corpo nella sua configurazione di riferimento
2 :

X(P; A )

P ulp, 2 )
B(r)

fig. 1
siano individuate sulla frontiera due porzioni tali che

1) BB, =04, ¢ 08N 0B, =8

Siano inoltre assegnate le condizioni al bordo

u(p, A ) = uo(p,k ) , Su 3.@1X[0,l] ;

2) F(p, 1) S(p, 2 )n(p) =& , su dax[0,1] ;
A 4

b (p,4) =b_(p,4) , su g x[0,1] ;

dove A & un parametro definito sull'intervallo [O,l] dgiRes i secondo
tensore di Piola Kirchhoff, b il campo di forze di volume yu il campo di

o
spostamento ed 2 le forze di superficie.




Al variare di A si ottiene una famiglia di configurazinoni defarmate Z( A ).

£
3

X

-

0%

0%,

fig. 2

I punti di ciascuna configurazione #( A ) sono individuate dall'applicazione
- 3) x(p,A): g b B(2) ,

1
che supponiamo di classe C su ‘%2 b 4 [O,l:], invertibile e tale da conservare

l'orientamento delle curve, i. e. Vx3>O.
Conosciuta la legge costitutiva del materiale

4) S(p, A ) = S(E(p, %)) ,

ci poniamo il problema di determinare lo spostamento u (p, A ) definito su
gjo x[O,l] a valori in & , tale che verifichi

5 a) DiVF(p,A)S(D.A)+bO (p,2) =0, su.%é ;
5 b) F(p; ») S(p, A ) n(p) =3 , sudg
5 ¢) .ulp, ) = u_ (p,2) , su 3932 ;

5 d) bo(p,x)=30 (p, 2 ) , sug% ;
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Moltiplicando entrambi i membri della 5a) per un campo vettoriale vi{p),
definito su4 e soddisfacente alle condizioni al bordo 5¢), si ha )
o .

6) ,/g-g v*(p)-ﬁDiv F(p,2) s(p, 1) +bo(p,l)] dV=0.
S B,
Ri(:_or'dando che [ 3] .

7) / V.Bn dA r:/ (v .Div B + B. Vv)3 v,
30 >

dalla 6) si ottiene .

aay F(p,2) S(p, 2). Vv (p)d v—f v (p).b_(p, )d V:A v (p).F(p, 1)5(p, A In(p)dn-
2 2, o %

o}

od anche

T ¥* * ) *
8b F (p, 1) (p).S(p, 2 ) V-f- (p).b(p, 2 )d V- F(p, A , A 34 A=C
)'/930 p vv (p).S(p /%OV p).b(p, ) Jgg%v (p).F(p, 2 )8(p, A)n(pid A

{
La relazione precedente & non lineare: & necessario derivare una relazione

incrementale che possa essere usata nelle procedure di calcolo.

[

Sia A, il valore del parametro corrente cui corrisponde una configurazione
i C

deformata %( %i) caratterizzata da

9) u (p,2,), E(p, 2_.), S(E(p, %)) .
) i i i

Differenziamo rispetto al parametro A la b) si ottiene

1o>f Fl(p, & ) Vv (p).5(E(p, A )d va B (py 2 ) Vv (p).S(E(p, A ))d V +
7 i i By i i

f v*(p).t'v (p, A.)d V +
'%O 8] 1

:[a.@‘[v (p) .H(p, Ai)S(p,z ;In(p)+v (p)F(p, ?-i)'S(p, li) n(p)] d.& = 0,

dove con il punto soprascritto indichiame la derivata rispetto al parametro 4 .

(1) Le condizioni di regolaritd richieste alle funzioni che appaiono n 6
possono essere assal pid deboli; se confronti ad esempio [ 1 :]




La derivata del secondo tensore di Piola-Kirchhoff S(E(p, A ) &

11) S = 2 S(E(p,1))] E(p, A)| ., . = @(E(p, ) Elp, 4.),
'aE E(p9 21) D}. A= Ai 1 1

essendo ¥ un tensore del 4° ordine in seguito indicato come tensore di

elasticita.

I1 IV termine dell'equazione 10), che esprime il lavoro delle forze di
superficie deve essere espresso in funzione delle forze esterne assegnate.

Sia assegnata una pressione
12) T(x, ) m(xA)= - no( A)y m(x, A),

dove m(x) & la normale esterna alla superficie del corpo nella configurazione

attuale#(A). Allora si ha
13) F(p, 2)8(p,2)n = = a_(4)(det F(pA) F (pA) nlp) ,

da cui derivando rispetto al parametro A , e trascurando gli argomenti della

funzione, si ha

. . : -T « 1 T .T. T
14) HSn + FSn = - g (det F)F 'n + 7T (det F)tr(FF ~4+F F)F n+
o

~T.T ~T
- @ (det F)F F'F 'n.
o

" L'espressione a secondo membro pud essere sostituita nella 10).

Nell'ipotesi, assunta nello sviluppo del programma, che le forze non mutino
direzione né punto di applicazione durante il processo di deformazione si ha

15) / v*(p)-q(p, A) wv(p) 4 A.
0%,

dove qgi{p, A ) & il modulo e v(p) il versore del vettore forza per unita

di superficie.




Derivando rispetto al parametro A otteniamo

D/ * * .
16) — (p).alp, 4) v(p) daA-= (p).alp, 4 d A.
Sy M,,V p).alp p /;951 v (p).alp ) v (p)

Si ha quindi la seguente relazione incrementale

173[ Fl(p, 4.)Vv (p). € (E(p, 4 ) E(p, 2.)d V J B (p, 2.0V (p, 4.).5(E(p, 2 ))di
‘@o 1 1 1 B i i i

(o]

¥ ¥ * ., ©
:/“%O v (p)-bo(p; )vl)d \Y :/‘.a'o}i v (p).q(p s ,11) lp(p) d A.




2) Applicazione del metodo degli elementi finiti

: e k
Approssimata la configurazione di riferimento @ con n elementi & ed
o]
assegnate su ognuno di essi gpportune funzioni interpolanti

k k e
1) Ni(p):@ --+ R , 12k<4n,

ciascuna associata all'iesimo nodo p, , approssimiamo il campo di spostamenti
u(p, A ) suZ# mediante la seguente formula di interpolazione
o

n k Kk
2) ulp,A) =2, N(p) alp,4) p¢@ , 1l<k<n
l=zd 1 1 1

~

e ,

k
dove con a, (p‘,‘, A) indichiamo lo spostamento del nodo i-esimo dell'elemento & .
i
Al variare del parametro J le configurazioni deformate del corpo sono

descritte da

n
k k
3) x(p, A) =p +u(p, A) =p +2 N (p) a(p,4) , p ¢ @
; fal 1 i1 .
- né k
Si richiede che la funzione approssimante sia di classe C su u 92 ;
o k=1

noi supponiamo che le funzioni approssimanti dell'elemento utilizzato nello
sviluppo del codice di calcolo soddisfino a questo requisito di continuita.




Useremo per lo sviluppo delle matrici un elemento tridimensionale, isoparame-
trico a 20 nodi (fig. 3). Con questo elemento assegnato un cubo di R’

2) Qz{(g,’?,f):—lfgfl;-léﬂfl;—-légél}

K
si definisce un'applicazione g:Q*@ mediante la

n

5 p= Nik<§,n,€)pi

i=1

k
dove le N, sono le funzioni di fig. 3.
i

Si richiede che l'applicazione g sia di classe Cl in ogni @k, invertibile e
tale da conservare l'orientamento delle curve, i e Vg =0. K

Sotto queste condizioni i campi u(p, A ) ed x(p, A ) definiti su 9§ x [O,l]
hanno un'unica rappresentazione su Q x [O,l] e sono approssimati da

n
&) u(E,n,8,1) 2w Ent)a (v.a),
i=l i i i

1l

7) x (5,7 ,8,4) =psu (E,7,8,2) = Z N.k(§,W,C)(p.+a.(p.,l)).
i=1l i i iTid

Egualmente la funzione test & approssimata come
n
k *
NO(E,m,8,3) v, (p,h),
= 1 1 1

8) v(E,n,8,4)= .

i=1

3* .
dove con Vv, (p., A) indichiamo il valore della funzione test nel nodo i-esimo

1
dell'elemento @ .
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Nel seguito considereremo le 6), 7), 8), definite su  , pertanto ove non
esistono ambiguitd non indicheremo gli argomenti delle funzioni. Scriveremo ad

esempio

9) u = 2; n N‘k a._ .

10) {u}- [ vk Wk s
3 l ) ’ n al
1 fo).
a,
i
a
n
dove
u1 a ! Nf 0 o ]
2 o k *
11) {u} ={u ; {a } ={a, : [N ] =
3 i i, )
u a, 0] N O
i i

i

Le singole componenti del vettore a, sono dette gradi di libertd del nodo i.
i
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I1 gradiente di spostamento H, la sua derivata rispetto a A e il gradiente

* *
Vv , che indicheremo come H , sono espressi da
i h K i
H = = N
ij du Z e=1 D e e
ox’ Ox’
12)
1 h k + 1
H = L ,
ij D b Z e=1 D Ne e
Ox? 0x’
* *3i h k *i
H = = N
ij D v Z e=1 L e M e
JIx’ 0%’

Le componenti del gradiente di spostamento sono legate alle velocitd nodali

dalla seguente espressione.

s
Y
[y
R

11

s

21
31 2

12
13)

T T T om
0
| e Y
9]

32 a
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dove
G
%t
0 DNi 0
oxt
ox*t
14) [Gi] = Dj& 0 0
%2
0 él_\ri )
ax°
o0
X
anN. 0 0
X
0 M 0
oX
ax°>
| i







k
Nella 14) intervengono le derivate delle funzioni approssimantiDN‘ rispetto
—i
alla configurazione di riferimento, esse si ottengono da X

-4
19) [N, 5 9Ny 5 AN L=fRN, ; ON 3Ni} I

) (88 ®  w

oX, 9%,

essendo [J ]la matrice di Jacobi dell'applicazione é definita in 5).
o

Abbiano inoltre:

- - 3 3 7] .

H H

11 11

. *

3 H

22 21

. *

H H

31 ,31

H H

12 12 )
i, | = [6] {a]; Hoo| = 6] {v}
30 a2

H H

13 13

H H

23 ,23

H H

33 33
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Il gradiente di deformazione F si ottiene da

i

}'_l
~J
P OO0O0ORrOO0O0 R

T
{

. . . e £a7 s
Nel seguito assegnato un tensore simmetrico A indicheremo con;Aﬂll vettore a 6

componenti cosi definito:
18) A = A s A = A s A=A ; A = 2A s A = 2A ; A = 2A ;

Indichiamo invece Con{S}e{SSi seguenti vettori associati al secondo tensore di
&
Piola-Kirchoff S ed alla sua variazione S:

2 33

19)

.
°

.
L

S
3 33 6 13

Nota:
L'uso della forma vettoriale per rappresentare tensori del secondo ordine

permette ne ¢ iici di calcolo di risparmisre sia un occupazione di

memoria che in tempo calcolo.
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La variazione del tensore di deformazione,

. ‘T T.
20) E=1(HF + FH),
2

pud essere finalmente espressa verificando che un tensore simmetrico A definito
da

21) A = (B + BT) )

1
2
ha la seguente rappresentazione vettoriale

T
2 { ={B._,B ,B_, (B B ),(B B_ ), (B B ).
22) A } { 117 Bapr Bagr (Bip + By )u(Byo + Bo), (B + 31)}

Essendo
[ H H (F F F
H11 21 31 11 12 13
[éTF =| A H H F F F
Tl 12 22 a2 21 22 23
H H H F F F
13 23 33 31 32 33J
L J i

.

H F +H_F_+H_F__ ;H F. +H F +1 F _ : H F +i F +0 F
1 117 21 e e M 12 e T oo ™gr e 5 Hy Fa i Fogti F oo

T . . . . . . . ) .
23 [H Fl=|H F 4 F_+_F__ ; H F. 40 F 48 F s 0 4F +1 F +f F
)[A7¥] 1210722 21 e an et 10t o oo gp g 3 Mt gt F o F

HF +H_ F_+H_F i H F 4+H F il F _ : H F +i F +ii F
1311723 21733 31 ¢ M13" 12" 0" 0o MasF e 7 HygF g ttgF gt F g )




mediante la 22)abbiamo

- 16 -

[ﬁ F + ﬁ F + ﬁ F
11 11711 T Mo1to1 T a1 31
H F +H F __+H_F
22 12712 T Montop T B2 32
H F +H F +H F
24){]%)’ ~ 33 2 13 13 23 23 33 33
ZE?.I:IF+HF+ILIF+I‘—IF+}'{F+I§F
12 11712 T o172 T a1 32 T 12 11 22 T 21 32" 31
2 E H F H F H F H F H F _ +H_F
23 12713V Pootas F 30733 T Pigtio T Tasfoo T Masian
2 E H..F H _F H F H F H F H F
33 M1r13 T P21 FMatas T Mg T ez e T sz a

Dalle 12), 16), 17), la 24) pud essere posta nella seguente forma matriciale.

25) {e} =[5, B, B ] %1 =[] {a].
5
2,
dove
ani (Qu’ + 1) I o dm g
- xt i ot unt
i Yut ; ani ~-Qu” v 1) m Ou”
ox° Ox X W MW W
26)[B]- ons Qu’ Lo oM Qu 4 1)
x> x° % N x> 0x°
Q_I\Ea_ui*‘a_l\‘_i,(é‘fi*")? él“.i(a_u?ﬂr@l"ié_u_z ; aNi du” + ONi du”
axt 3’ ax° bxl_ awt ax axtaxt oxt X 3x% ax*t
aws pul - omidul i ami du® wamidu’, gy AN Bu'y Ami du’
ax° 3> Xt 3 o> 3w axPaxd ¥ axf
awi pulh ons du’ QNS du” + dMi du® 5 dmi du® + dMsBu’y
e ot axt xS ot wax® Bt axtoaxd
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k . . .
Su ogni singolo elemento Z approssimiamo l'equazione linearizzata.

T ¥* s .T * * * .
27 ¢ FH .S dv HH .S dv - v .badv - v .gdA = O
)fjk Y Dy fgk o f ~ ok & ’
v9
mediante le relazioni precedentemente ricavate.

I Termine

La legge costitutiva del materiale, che supponiamo assegnata, fornisce per
ogni A , la seguente relazione

28) {5} =[¢]E,

dove con Eg] indichiamo il modulo elastico tangente, ricavato dal tensore di

elasticita istantaneo.
Si osservi che per le proprietd del prodotto scalare tra tensori

*

T * T * *T
(F'H +H F):S.

29) FH.S=1
2

Pertanto dalla 20) e 24), possiamo approssimare il primo termine come

30) f ok FH .5 av = {v*} Tf@k [B]T[%J[B] dv {a; = {V*QT [Kl]{a}
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Oss: La matrice cosi ottenuta & uguale alla somma di due matrici[K»]e[K 1
indicate in letteratura [2 J rispettivamente come matrice increméﬁtaleNé
geometrica e matrice di spostamento iniziale.

Essi si ottengono suddividendo il tensore velocita di deformazione E
in due parti:

. T . .T T . .
(H +H) +1 (HH H+ H H) =E_+E

. T . - T T
(HW +H+H H+H H) =1 L NI J
2 2

31) E=1
2

32) {E]

([‘BLT * [BNL]){,é})

Da cui

o [ e <t [ T R[] v g
+f L ([BL]T [%] [BNI:J + [BNJT ] [,] - [BNL][%][BNL] yav (&=

o

- {v*}T[KL]{é} . {v*}T[KNL'] {2].

In alcuni codici di calcolo nell'ipotesi di grandi gpostamenti, ma in presenza
di piccole deformazioni viene omesso il termine | B “ 1B
piccols [2,, (%12,




I1 Termine

Dalla definizione'di prodotto scalare si ha

*

T - T *
34) HHS = té(H H .S)=

% . * *

3* . * . *

+S_ H _H_+S _H _H_ +S._H _H_+S H _ H +S H H +5 H H 4+
117 31731 "12 32 31 13 33 31 ~21 11 127722 127127703 130

®* o, * *

H_H_ +5_H H +S _H H +S H H +S H N
o H o oSt pollpp S 0 [ H +S  H  Ho 48, 307305031 33tlan*

* . *

® ., * * .

S H _+S_H _H +S_H _ H +S H H +S H W H F
g 1aHg*Sgol 1ol g8 (G 45 H  H eS 2ot03" 531 3 Hag*

* . *

s H +S_H H .
*S30M 5oMlaa+Sa3 g5y

* . *

* . *

*

=S. H __H _+S H_ H _+S. H _H_+S._H H 45 H
127 117115100 oot ¥5 gt 15y t8 g iy #S o1 S H, ¥ H L H

# . *

*

*

*

Con opportune manipolazioni la somma precedente pud essere ottenuta da

* * * . * * *

+* *
H ,H ,H H ,H
{ 11 21 31° 1z

11 12
0 0 S 0 0 S
11 12
0 0 S 0 ]
12 22
0 S 0 0 S 0
12 22
0 0 0 0 S
12 2z
0 0 S 0 0
13 23
0 0 0 S o)
13 23

0 0
13
S 0
13
0] S
13
0 0
23
S 0]
23
0 s
23
S 0 0
33
S 0
23
0 S
33J

H oo H W LE )
22 32 i3 23 33

A )
1
H
21
H

31

H
12

H
22 > =

()

H
32

H
13

H
23
}:I /
33

- 19 —




Ma dalle 16) abbiamo

*

36) ok HH .S AV = {v 5/@1{ 16l [a] [6] av{a} = {V*I’T[Kg—l{é}~

La matrice[Ké}é detta matrice degli stress iniziali.
III Termine

Mediante 1l'uso della 8) si ha

37) {ng o [N]T {faog av = {V}T {%bg

essendo {fbkil vettore delle forze nodali equivalenti.

IV Termine

- 20 —

‘ v
Nell'ipotesi precedentemente assunta che le forze non mutino direzione ne punto
p P p

di applicazione durante 1l processo di deformazione si ha

38) * * T T . T
[ 3_@1{ v .gv dA = {v} / ” [N] g ¥ dA = {v} {fs€

7]
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Sostituendo in 27) le 30), 36), 37), 38) si ottiene per ogni elemento

*

S N RS YR A LIS O M LA

*,

T
Eliminata dall'equazione precedente la funzione arbitraria {v z , mediante

l'operazione di assemblaggio, in cui si sommano le equazioni che si riferiscono
al medesimo grado di liberta e si eliminino le equazioni che si riferisconoc ai
gradi di libertd vincolati, si ottiene un unico sistema di equazioni

differenziali ordinarie

[k, + k] {3} - {%tg = 0.
40)
[k {3) - {ft“ =0

L}

dove {£1 =181+ {fs)x

. . 3 . P
Per ogni } e per ciascun elemento 17 deve essere inoltre verificata

l'equazione dei lavori virtuali:

T* * *
41) fk F H .S dv —-f kV .b d.V——f kv gv dA=20.
2 2 ° 29
Questa da 29), 30), 37), 38), pud essere scritta nella seguente forma
matriciale.

42) {V*}LK[B]T{S} v - {V*}T{fb§ =0

¥ T
Eliminiamo il vettore arbitrario {v S , ed assemblando otteniamo il sistema

43) '/@ [8)" {s} av —{ft} = 0.

I1 sistema & detto equazione dell'equilibrio.
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3) Procedura numerica di integrazione

Si conosca, per il valore ) , corrente, lo stato di equilibrio del corpo
i

cioé la terna

1) | {ate, 2 0} {EC, 20}, {8, 2, 0f |+

1

Si assegni inoltre un incremento di carico

2) {Af}.—/ji+ {ft‘{ i

i

)
corrispondente all'incremento delle forze esterne nell'intervallo

[)«_, Zi‘{' A)v]:

1

Il parametro di spostamento incognito {Aa} & ottenuto dalla risoluzione del

sistema di equazioni lineari 40)
3) [k, € 2,)]{aa) ~{ag} =0 .
I1 campo di spostamento, referito alla configurazione iniziale, &
1
4) {a (p, A, +AZ )}:{a(p, ).,)} +{Aa},
i i

dove con 1l'indice soprascritto indichiamo la prima stima del campo di sposta-

mento.




Le misure di deformazione e di tensione sono derivate da

5) {E%e, 4+ an)= L [{r e, 2, v an} [ #o, 2, vani}-1,

6) {Sl<p, A o+ad} o= s [ { &0, Ao+a2) )],

dove con S indichiameo la legge costitutiva espressa con forma matriciale.

S5i ottiene cosi un nuovo stato

7) [{a'(p, 2, +an) (e, 2, can} s'(p, 4, +aD}] .

A partire da questo stato & possibile applicare un successivo incremento di
carico. Una procedura di questo tipo corrisponde ad un semplice schema di
integrazione di Eulero ed & affetta da un notevole errore a meno di non usare

incrementi di carico molto piccoli.
Infatti lo stato in 7) non sard in generale uno stato di equilibrio del corpo

sotto l'azione delle forze esterne ft(p, 4. +AZ) . Applicando la 43) avremo
i

in generale

[Ba]" {5} av - {r.(e, 2, +an} = {8,

(o]

essendo R il vettore delle forze non equilibrate.

Linearizzando attorno allo stato in 7) si pud calcolare una correzione dello
spostamento {a )applicando come carichi esterni le forze non equilibrate {R} .
I1 processo pud essere ripetuto finché

N{RV@& ,

essendo g una quantitd prefissata.

-

Questa procedura corrisponde ad applicare il metodo di Newton-Raphson al

sistema di equazioni in 3).




Appendice A
Solidi a simmetria assiale
Le matrici ricavate precedentemente possono essere usate per problemi

piani di deformazione o di tensione cancellando le opportune righe o colonne.
Questo non & possibile per solidi a simmetria assiale.

v

fig. 4

Assegnato un solido a simmetria assiale % nello spazio Euclideo e scelta una
opportuna terna di riferimento (x, x , x ), vedi fig. 4 operiamo un

cambiamento di coordinate.
”~
Sia x = £ (z, rcosd¢, rsind) 1'applicazione del parallelepipedo di lati

04 2z £¢h,04r 4R, 049227 in @

I vettori tangenti alle linee coordinate sono

-

x, =0, 0, 1 =e

2 1
x,2=cosﬁ,sin0,0,
X,y = rsin® , recosd, 0

Essi indviduano una terna locale per ogni x = f(z,r,"ﬁ ).




I1 campo di spostamento u, & esprimibile come

1 2 3
u=u e+ u X u X
1 2" '3,

ma per condizioni di simmetria &

1 1

u =u (r,z) = uZ(r,z)/
2 2

u =u (r,z) = ur(r,z)}
3

u :O/

Le derivate del campo di spostamento sono

1 2
Upp S U, e U, X,
1 2
u,2 = u ,2 el + u ,2 X,2 ,
2 2
g TH g U Xg
r

u” AN 0

Il gradiente di deformazione & facilmente esprimibile come

F=H+1I




I1 gradiente di spostamento, utilizzando la notazione precedente usata pud

essere scritto nella seguente forma matriciale

11
H
21
H = |G_, G, G
12 [ 1 ! i n]
H
22
H
33
dove
Bwl 0
Uz

[Gi] = 0 INi

o i
or
0 Ni

Si pud verificare che le componenti del tensore di deformazione di Green S.
Venant non nulle sono 4 che in forma vettoriale sono esprimibili come

pertanto




dove

’i)z().) INi '; z(A) ONi
9z (4) o

Dz(2) ONi +9z(A) Ni ; Jr(A) Ni + Jr(4) INi
dz dr 9r 9z 9z QJr or 0Oz

A

E' possibile cosi calcolare la matrice di rigidezza tangente ; per comodita
diamo qui lo sviluppo del solo termine

. T
S.(H H),
che pud offrire difficolta.

Nelle notazioni adottate esso & espresso da
- Ts T T R T T .
s.(H R)={a’} [a"][m][c] {a}:{aag [c"] [M]{:Gj] {aj\ ,

dove

r -
S 0 s 0 0
ZZ zr
0 S 0 S 0
zz zr
M = S 0o s 0 0 ,
zr YA
0 S 0 S 0
zr rr :
0 0 o0 0 See

e[C]é la matrice precedentemente definita.
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