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RIASSUNTC. Quando una Variabilef aleatofia fz nonj pud | essere
ogservata direttamente, ma & solos possibile isaperef se, | scelto
preventivamente un valore x, & riéultato jZ<x§ oppure no, e la
probabilita di tale risultato dipehde solo da x, diremo che 2 e
una soglia aleatoria. Un metodo efficiente pér localizzare una
soglia aleatoria & quello della bisezione, il &ui risultatg pero &

una v.a. con distribuzione diversq?da quella di Z. In | questo

lavoro si studia la distribuzione del risultatb della‘bisejione in
presenza di una soglia aleatoria e si mostra che infiniti p%ssi di
bisezione danno luogo, in generale, ad una v.ai con distriguzione
singolare, nel senso che la relativa funzione ?di ripartizione e
continua con derivata nulla quasi dappertutté. Viene inoltre
affrontato il problema del calcolo numerico éella varianza del
risultato della bisezione. ‘ !

|
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1. DEFINIZIONE f

Sia G(x):R+R una funzione di ripartizione;(d‘ora in Evanti,
f.r.), cio® una funzione non decrescente e tale che Gi(~o00) =0,
G(+w)=1. Per ogni n intero non negativo sia Qh liinsie%e ;dei
numeri della forma m/2" con m intero. Definiamo per ricorrenia la;

successione di funzioni Bn(x):Q;+R nel modo seguente

_ [0 se x<0, |
By () = { 1 se x>1, '

Bh(x) se ern, ‘
B (x) = .
net (1~G(x))B ("L-]Jrc;(x)a [@il-] se x=27t1
™ zh n 2n r.w-i

2 L
Le funzioni R _sono non decrescenti, infatti B, loe& e, am-

messo che lo sia Bh, lo & anche Bnﬂ' essendo OﬁG(x)Slxper ogni x.

Definiamo la funzione B(x):R+R come segue:
B(x) = Bn(x) se ern per qualche n,
B(x) & non decrescente;
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essendo 1'insieme U &, dovunque denso, la funzione B lrigulta
definita tranne al piu nei suoi punt1 di discontlnulta (vedi, piua
avanti, la proprieta 2.3). ! 1 ‘

|
|
1

Ponendo G(x)=(1+t)/2 costante per 0<x<1, con 0<t<1,  si
ottiene la funzione definita da Riesz [1} come esempio Wdi - una

funzione continua monotona con derivata nulla‘ guasi Edappjrtutto.
Vedi anche Billingsley [2] Example 31.1 e, piag avanti, il
paragrafo 4.1. f ;

2. PROPRIETA®

Siano a = inf{x:6(x) >0}, b = sup{x:G(x)<1},
c = inf{x:B(x) >0}, d = gsup{x:B(x)<{1}.
Indichiamo con (x,y] 1'intervallo ({z:x{zSy} e analégamente gli
altri.
Proprieta 2.1, Se ©<0 allora c=d=0, se oa>1 allora| c=d=1,

altrimenti [e,d] = [a,b]n([0,1].

Dimostrazione. Tenendo presente 1la definizione di B, |bastera

n+1

che B (r/2")<1 e B ((r+1)/2")=1, posto ==(2r+l)/2 | allora

(z)wl se e so0lo se G(z)=1. Per i punti di Q ﬁ(O 1) aiversi
da y e 2 la proprieta discende in modo ovvio dall essere vefa per
i punti di @ m(O 1). = !

dimostrare che, per ogni n e per ogni er#ﬁ(O,l), Bn(x)=0 se e
solo se G(x)=0, Bn(x)ﬁl se e solo se G(x)=1. L'affermazione 2
vera per n=0 infatti 1'insieme Qon(o,l) &  vuoto. Supponiamola
vera per n. Chiamiamo ! 1'intero tale che Bn(l/2")=0 e
B ((L+1)/2™)>0: posto y=(21+1)/2"", dalla definizione segie che

(v)=0 se e solo se G(y)=0. Analogamente, sia r l'interq tale

h+1

A differenza della funzione di Riesz [1], 1la funzionL B(x)
pud non essere continua, anche in casi diversi da quelli ba#ali in
cui =0, oppure a1, oppure a=b. Un esempio in cui B(x) fisulta
discontinua si trova in [3], Appendice B, ed & ripreso in jquesto
lavoro al paragrafo 4.3.

Proprieta 2.2. La funzione B & continua e strettamente cr scéntév

nell'intervallo aperto (c,d). 1 ‘ ! :

Dimostrazione. Per ogni x definiamo, .come Riesz [1], una éucces~

. s . ‘ o T - n
sione di intervalli (ah'ﬁ“)c(aﬁ_iJavi) con o =m/2° e 3 =(n+l)/2
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elementi consecutivi di Qn; tall che xe[a B ] per ani n. | La
successione non & unica se erh per qualche n: lo sarebbe se si
ponesge xe[ah,ﬂn) oppure xe(ah,ﬁh]. Condizione necessarla e suf-
ficiente per la continuita di B in x & che sia %3%(3(ﬁn)_3(an)) =
0 per ogni successione di intervalli (ah,ﬁn) relativiL ad  x;

?

infatti, nel caso che la successione non sia unica, la co dlzlone

relativa alla successione con ah$x<ﬁn corrisponde alla cohtlﬂulta
a destra, quella con ah<xSﬂn alla continuita a sinistra.

Dalla definizione del paragrafo 1 si vedé che
B(ﬂn)“B(ah) = Yh(B(ﬁ%~1)—B(an_1)}

G(Bn) ge anmdh_i,
y = ,
" 1-G(a) se B =3

dove

Per ogni xe(0,1) si ha o =0, 8 =1, B(a_)=0, B(no)ml,perciL

s

il:JJ O

B(B)-Bla) =

K
Condizione sufficiente per la continuita di B in: xe(d 1) &
che gia lim v, <1 per ogni successione di intervalli (a ﬁ ) rela—
tivi a x, e questo equivale a richiedere che siano G(x-)>0 e
G(x+)<1l. Queste due condizioni sono soddisfatte per ogn1 Xe(c,d),

dungue B & ivi continua.

Nell'intervallo (c,d) la funzione B & anche strettamente
crescente, infatti se cdx<{y<d, presc un punto 2 tale che <z2{y e
una successione di intervalli (an,ﬁh) relativi a =, esiste un
intero N tale che xSaN, ﬂNSy, e

‘ N I
B(y)-B(x) = B(ﬁN)—B(aN) = kgirk >0

essendo L = min{G(ﬂL),1~G(ak)) = min{G(x),l—G(y)} per ognijlk. =

Proprieta 2.3. B risulta definita in tutto PR tranne | quando
0<a=b<{1 e @ non appartiene ad alcun Qh.

Dimostrazione. Dalla proprieta 2.2 seqgue che B pud® | essere
discontinua, e quindi non definita, solo in ¢ e in d. Dimostriamo

che se B & discontinua in ¢ e c<d, allora cth per qualkhe n,

quindi B & definita in e¢. La discontinuitad in ¢ implica
1 [0.4]
HBB@)EE@)) =y, > 0

per almenoc una successione di intervalli (an,Bn) relativa, a c¢;




| i |
1
, | |
poiché c<d, si avra %i@?‘” <1 e qu1nd1 la discontinuita | implica
che esistano una success1one di intervalli ed un N ta11 che Y, =
1- G(a ) = 1 per ogni k>N, cio® che 31a cwﬁ eQ

Analogamente si dimostra che, se B & dlscontinué in d e «¢<4d,

allora deQ per qualche n. m 1 ‘ , 1
Siano e = sup{x:6(x)<1/2}, fF = inf{x:G{(x)>1/2}.
‘ ; ! I
Proprieta 2.4. La dérivata B'(x) & diversa da zero nell'interval-
lo (e,f)n(e,d), se questo non & vuoto; altrove & wuguale  a =zero
quasi dappertutto. ‘

Dimostrazione. B'(x)=0 per x{c oppure x>d. Per il teorema di

Lebesgue, B' esiste quasi dappertutto; supponiamo cﬁe esista in

xe(c,d); allora esiste finito il limite | |
BB )-B(a ) o

%3& Bn—ah - kga(zyk)

per ogni successione di intervalli (ah,ﬂh) relativa ‘a x. Tale

i

limite & diverso da zero se e solo se lig », = 1/2, cio®¢ se e
solo se xe(e,f). m

Proprieta 2.5. Siano G e ¥ due f.r. tali che G(x)<M(x) per ogni
x€(0,1); se B e € sono le funzioni ottenute, secando la
definizione del paragrafo 1, a partire da G e ¥ rispettivamente,
allora B(x)=C(x) per ogni x.

Dimostrazione. Se una delle f.r. G e H & degenere, la p%oprieta
segue dalla proprieta 2.1. Se G e X non sono degeneri, albora B e
C sono definite in tutto R ed i loro punti di discontinu&ta, se

t
esistono, appartengono a nonn (vedi la dimostrazioné della

proprietad 2.3); basta allora dimostrare la proprieta per [ punti
appartenenti a tale insieme, cio® per le funzioni h{ e Ch,
qualungque sia n. La proprieta & vera per n=0; supposta véra per
n, poniamo x=(2m+1)/2""" con me{0,1,2,...,2"-1}; risulta

|

|

|

B (x) =B EE_] + G (x) [B Cﬁil] - B EE“]] <
bald ial zh ™ Zh N zh
B E_J + H(x) [B C“*l - ™ ]] -

m

»{1~H(»><>>B,,[~;] + HGOB, [

f

1A

2

1A

{1—H(x))Cn[??J + H(x)cn[?l‘-”w = C (x). m

n i
2
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E%(x) rappresenta la f.r. del risultato di n pa?si di
bisezione dell'intervallo (0,1) in presenza di ‘una
aleatoria [3] con distribuzione G(x): B (x) & definita solo

ma questo & coerente con il fatto che il risultato di n

bisezione non & un numero, bensi un intervalle di

3. RISULTATQ DELLA BISEZIONE

soglia

su Q ,
™

passi di

-

ampiezza 2

volte guello iniziale. Se invece intendiamo che tale rifultato

sia il punto medio dell'intervallo suddetto, allora Bn(x) va

inteza costante a tratti e descrive la variabile aleatoria | (d'ora

in poi, v.a.) discreta Xn definita ricorsivamente come segu%

-1
Xo 2 7,

|
t
|
—y— t
X ., =X + =2y 2", W
|
|
|

n+d
dove Yh & una v.a. a valori in (0,1} tale che [4]
P(Y =L|X ,X_,...X Y ,¥ ,...Y ) =G(X),
2] 4 2 2l o] 41 n-4 n
PUY =0|X,X,, ... X Y ¥, ...¥ ) = 1-6(X); |

la notazione usata qui sopra per il condizionamento & sov%abbon—

dante nel nostro caso in cui Yo,Yi, .Y__1 determinanoc . X;,XQ,...X

ia}
mediante la (1): tuttavia essa & utile nel caratterizzare la

soglia aleatoria rappresentata dalla f.r. G, qualunque éia‘_la

successione X X ,...X .
4 2 ™

Ponendo E&m1~ykﬁ, s8i ottiene per Xh la forma

™
~k —n-4
X kgiz Dk + 2 ,

(2)
n
da cui gi vede che la successione (Xn} converge alla v.a. |
[v's) i
-k
X = kgiz Dk, (3)

la cui f.r. & data da B{x), se non 8i richiede
continuita a destra (o a sinistra).

per questa la
Fissata la relazione (;) tra

Di,Dz,...Dn e Xh, 8i pud scrivere
P(D =0|D,,D,,...D,_ ) = G(X, ),
P(D,=1|D,D,,...D_) = 1-G(X _ ),

e il valore medio di Dk risulta

E(D|D,.D,,...D,_ ) =1-G(X ).
- )

{
l
|
!
I
|
|
{ |
Se x = £,27d, con de(0,1), & il risultato di infiniti

5 o
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. |
pagsi di bisezione e G & continua'inéx, allora

lig E(D |d,,d,,...d ) = 1-6G(x);

quindi, per la legge dei grandi numeri, ‘ |

i n ' ‘
%ig = Zadk = ]G (x). | (4)

Chiamiamo 4 l'insieme dei numeri nell'intervailo apefto (el,d) per
i quali vale la (4): per il teorema di Borel ‘sui ndmeri normali
({2] Theorem 1.2), la misura di Lebesgue di A & ﬁulla, tranne
quando 1l'intervallo (e, f)In(c,d) & non vuoto (vedi la proprieta

2.4). Tuttavia l'insieme A4, se non ¢ vuoto, cio® se «<d,| non &
numerabile, infatti B & strettamente crescente in (c;d) quindi la
misura » indotta da B & tale che v(4) = B(d-)-B(c+) > 0, ma B &
‘continua in (¢,d) e la non numerabilita di A; segue dalla
sub—additivita della misura. t

4. CASI PARTICOLARI
4.1 Innanzitutto consideriamo il camo studiato da Riesz [1] e da

Billingsley [2], ossia G(x)=p costante per 0{x<1. 1In questo caso
i ha semplicemente

P(Dk=0|Derz,--.EE»1) = P,
P(Dk=1[l>1,Dz....Dk’i) = l-p,
per ogni k, quindi le v.a. E&,DZ;... sono indipendenti. iMediante

la (3) possiamo allora calcolare i momenti e la Ifunzione

car‘atteristica1 di X:
o] X %
E(X) = k§12 ETEE) = ] —p

EX) = 277E@]) + § 5,27 E@OEMD) = Li-p)+E(1-)%;

et
~

.\ oo , -k s o] , ~J
B(t) = E{e“X] - kgis[e‘tz Ei] - kgi[p + ett? (1~p)]. (5)

'

1 Un prodotto infinito. Sia p=1/2; in questo caso B(%)=x per

i
1

0<x<1 & la funzione caratteristica di X risulta |
. 4 \ i i
() = | e P 4B (x) = I elt¥ax = ott/2 31?55/2);
o]

ponendo p£=1/2 nella formula (5) =i trova
.-t

o \ N 0
B(t) = 0 e“ﬁ2 cos(tZ"k%) = elt/zkgicos(z_kt/Z);
0 .
risulta pertanto, per ogni x reale, kgicos(z*x) = §l§££l.

6




Dai momenti sopra calcolati risuita |
Var(X) = p(1-p)/3,

e questa pud essere confrontata con Var(2) 'se, come in

141,

chiamiamo Z una v.a. di cui 6 & la f.r. Non avendo sﬁecifjcato G

fuori dall'intervallo (0,1), possiamo solo'diré che Var(2)2p(i-p),

1'uguaglianza valendo nel caso che sia G(x)=0 per x<{0i e G(x)=1 per

x>1. Il confronto porta in questo caso alla relazione
Var(X)/Var(2) < 1/3.

i ;
La f.r. di X nel caso ora considerato sara utile nel geguito,

pertanto introduciamo per questa la notazione F{x;p).

4.2 Consideriamo il caso che, per un dato n, sia 6 costante a

tratti come segue: per ogni m intero

G(x)upm per %(x(zl—t%
2 2

dove le costanti = ed i wvalori G(x) per ern sdddisf?no le

condizioni
G[&] < p < G[m+l].
2h ™m zh
Supponiamo di aver calcolato, secondo quanto stabilito nel
paragrafo 1, la funzione,E;,,,Allora,,par ogni », preso m  intero
tale che sia
2" 2™
risulta
B(x) = B f3~] + b F(2"x-m;p ), f
™ 2n m m
avendo posto
5 = p [ML1) _p [
m e 2h N 2n )
I1 calcolo di media e varianza di X fornisce
-~ . -
E(X) = 5 bm(m+1—pm)2 = 2
-2 2 4
Var(X) = 2 z bm[(m+1~pm—u) 5 pm(l-pm)], |
avendo posto |
o= % bm(m+1—pm) . E
4.3 Nel caso 4.2 rientra quello proposto in [3], Appendice B,

che, nella notazione qui usata, @ rappresentato da n=1,
p, = 0 per x<1/2, |

G(x) =4 p, =p per 1/2%x<1,

1 per x1,

con 0<p<1l; detta ancora Z una v.a. con f.r. G,:risulta

7




Var(Z) - p(l*p)/4

|
Pl i
‘ R
1
|
La f.r. della relativa v.a, X risult& 5

0o o f per x<1/2,«
B(x) = 4 p + (1-p)F(2x-1;p) per. 1/2<x<1,
1 S per‘x>1

essendo bo=p e b1=1~p. Risulta ‘infine , ;
E(X) =1 ~-p+p/2,

Var () = p/3 - (11/12)p° + (5/6)p° - p*/4,

Var (X)/Var(2) = 4/3 — (7/3)p + £~ < 4/3.

Questi risultati confermano il calcolo approssimato fatto in [3].

8. CALCOLO NUMERICO DI VarQX)

Per una generica soglia aleatoria, la cui distribuzi#ne non
rientri fra quelle studiate al paragrafo 4, non sembra pbssibile
dare una formula esatta per la varianza Var(X) del risul&ato di

infiniti passi di bisezione. Pertanto il <calcolo. nume}ico di
Var(X) richiede la valutazione dell'errore analitico 'uto al
fatto che la distribuzione di X & nota solo tramite B . A; questo

scopo, nel lavoro [3] avevamo calcolato, per ogni n, i valFr1 mi—

nimo e massimo della varianza nella classe delle v.a. le cui f.r.

1
coincidono con Bn nei punti di Qh: al crescere di n, la differenza
-n

t
.

fra il massimo ed il minimo detti sopra diminuisce come 2

La conoscenza della soluzione esatta nel caso 4.2 permette di
trovare, per Var(X), una limitazione superiore ed una inferiore la
cui differenza diminuisce come 272" sotto 1'ipotesi che la soglia
aleatoria abbia densita limitata. Ci serviremo, come in [3], di
un risultato generale (teorema 5.1) che riportiamo senza
dimostraz1one : |

; y iy | { ] ?
; D?te due f r. ﬁ“’e metﬁli che (”(xwr‘T (m(J) per ogni
| ‘ .
x, e. t&li che le relatlve vla. abbiano varlanza flnlta dffinlamo
1& claséé 8(F ) dl v a Fome ﬁegue- uha | v.a. :appar iene a
It | i i .
8(F“’ ‘a) ‘se la sua f r. f‘”\efifﬁan per . ogni x,} disugua-—
i i Aoy S ,
‘gllanzé Lo i i Jr : |
Nella classe 8(F“’I4m def1n1amo 1a sottoclasse' g (FP %)

I - ‘ i ‘ min
delle v.a. con f.r. della forma P o :

o




(1)

; F () per x < %,
F(x) = ¢ 2 i
‘ F7(x) per x 2z %,

e la sottoclasse ¥ (F“’
max

F(x) = max{F* (x), min(F® () . m),

,Fm’) delle v.a. con f.r. della fo}ma

dove n & una costante compresa fra 0 e 1.
Teorema 5.1. Nella classe €(F ", F®) esistono due Ev.a. Uu e V
tali che ‘ t
. Var(y) = min Var(X),
X=8
Var (¥) = max Var(X);
Xe8 ‘ j
le v.a. U e V appartengono alle sottoclassi 8mu,“#“’FQ’> e
e  (F*,F®) rispettivamente. ® i f
max ;
Definiamo, per una data G e per un dato n, le ?f.r.z c* e
6® costanti a tratti come nel caso 4.2, chiamando p;ﬂ ‘2 e
rispettive costanti, e ponendo p;”=6(m/2"5, p;”aG((m+1)/2n);
inoltre poniamo G“’(x) = GQ’Cx) = G(x) per ogni ern.
Dette BY e B® 1e f.r. calcolate a partire da c*! e c®

rispettivamente, risulta B“Nx) = Bm%x) per ogni xe@Q

" & poiché

G“)(x) < G(x) = G&)Cx) per ogni x, per la proprieta 2.5, |

|
BY(x) £ B(x) £ B®(x) per ogni x; |

dunque il risultato X di infiniti passi di ©bisezione appartiene

(2)

alla classe 8(BY,B®). Quando esistono punti di an(O,l) nei

quali 0<G(x)<1, allora esistono v.a. con f.r. coincidenti

nei punti di Qh, per esempio Xn, non contenute in 8(B“’Jf2

con B(x)
).

Grazie al teorema 5.1, il calcolo di Var(¥) e di Var(V) nella

{43 2> . . . : . . - .
clagse (B ',B") 8i riduce ai due problemi in una variabile:

trovare £ e n tali chs

|
(1’ (2> ' \

Var (U) = min Var(X) Xe€ . (B .,B7),
t mLiny

Var (V) = max Var(X) Xe8 uf”,Bm’),
77 max

2

P s . . . RS 3
Nella definizione che segue ¢ essenziale che siano G

(23 . - | . : .
a destra e G continua a sinistra; per comodita continu

chiamarle entrambe funzioni di ripartizione.

9

continua
eremo a
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Concludiamo dimostrando che, 8e la soglia aleatpria ha

densitad limitata, allora la differenza Var(V)%Var(U):nella classe
g(gn 5 ‘ |

s - . . - L -2n |
) diminuisce, all'aumentare di n, come 27 .
(1) ‘ (2}

. . 4> ;
Chiamiamo X una v.a. con f.r. B, e X una v.a. con

f.r. B®; poiche BY(0)=®(0)=0 e - B*(1)=E®(1)=1, |valgono

le disuguaglianze (vedi [5], Corollario al Teorema IW.G.l)

0 < EX®y s E() 2 E(xX™y <01

ECOX)? = £0®) £ E((x™®)?)
per ogni v.a. Xe@(B“ﬂlfm), quindi

Var (V) -Var (U) £ Var (X®)-Var (x®)+2 (£ x*))2-2 (£ (x®) )f’.

Dalle formule del caso 4.2, ponendo
g = G((m+1)/2h) _ G(m/zn) - p;m§~ pcu
{4 . [ B

(2> 2

=5 b (mtl-p' ),
™m m‘ m
si ottiene @ 2 -
E(XXT) —EXT) =27 285 g,

™m m

var (X*) - var(x®) =

m 8" m

-2n (4 {2 (1) (2 4 (10 (@ ) 14 (2 2y
2 b [em (2m42-p “—p T -p ) e, (1=p ")—gp “(1-p 'l;n )] .
Con ovvie maggiorazioni si trova i :

var (X*) - var(x®) < ™ b g

»
m m

Var(V) — Var(U) < 2" 6o g . ’
m m “m i

Se, per ogni x, G'(x) esgiste ed & minorejdi K, allora gﬁ<2~ﬁK
per ogni m e, poiché gbmml,

Var(V) - Var) < 27" 6 k.

10
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