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DIRAMAZIONE DI SOLUZIONI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE
NON LINEARI.

1
Giuseppe Ghelardoni( )— Giovanni Lombardi(z)

{breve sintesi del lavoro inviato a "Rendiconti di Matematica”
Universitid di Roma, 11 20 Giugno 1973).

Consideriamo il problema differenziale ordinario

(1) w" +>\w=g(w)w'2 B w e u
{g(u} funzione analitilca; U classe delle funzioni w(x} reall,
continue inlb,1], ivi dotate di derivata seconda a guadrato inte-
grabile, tali che w(0} = w(1) = 0}, che contiene come caso partico
lare un problema gid suggerito da G. Capriz come modello di fenomeni
di instabilita.

Sia U la classe di funzionl w(x) chiusura della classe U rispet

to alla norma

1 1 1
lwl] = j W’ ax ’ + (w')2 dx i + tw) 2ax i
(0,1) (0,1) 0,1 ,
Introdotte in U i1 prodotto scalare
(2)  ((u,v)) = f u'.v*t dx (u,v € V)

(o0, 1)

definiamo (in U gli operatori L (lineare) e T (non lineare) attra-
verso le uguaglianze:
((Lu,v)) = (u,v) = fuvdx,

(0,1)
((Tu,v)) = ~(g{u) u'2,v) = = /}p g(u)u‘2 vax;
(0,1)

i
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si verifica facilmente che ogni funzione soluzione di (1) & anche

soluzione del problema (forma debole del problema (1))

(3) -w=)\L w4+ Tw w €EU.

Procediamo ad una trasformazione del problema (3). Introducig

mo a questo scopo gli operatori:
1 .
L =L~ —En_((l(m' -))LPm

b 2.2 _’2 \P\‘
dove )\m =m | & un valore caratteristico, ((m ™ sen ( mx) &
autofunzione del problema w = >\me, scelta 1n modo che(( fm' fm))=1;

R( ,\m)= (- A Lm)—1:

e r~
L =R(AL T =R()\) T,
e poniamo

A=) +T; = _/\Tm (@)

il problema (3) si trasforma nel seguente
w = S’(fm+'l'zm w+'§mw

(4)

—;\E— §+ ((Tw, (fm)) = 0,

Se laAprima equazione pud essere risolta iterativamente
(almeno per I§‘< go, ’tl( To, FO' tb essendo numeri positivi
opportuni), la soluzione si ottiene come serie di potenze in
; e T: sostituendo (nella seconda equazione) w con la serie
ottenuta si ha una eguazione trascendente (equaz_ione di bifor
cazione) che permette di determinare il numero delle soluzioni del
sistema e percid del problema (3) .(ed anche, per noti teoremi di

regolarizzazione, del problema (1)).
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Si pud dimostrare agevolmente che, se sono verificate le

seguenti condizioni:

a) u €u, nul| < So—_:> HT u“é téz

(t reale>0, h>1, entrambi indipendenti da u)

b) u , éU “u ”< [u M( g=%->”T u, = u“((ﬂ+1) tcgh 1”\1 = uu

1

(H>0, indipendente da u, e u ),

1
esistono unf , un ’t’o, un { positivi tali che per ogni coppia
g ,Tdi numeri reali verificanti le limitazioni If! < § /tl< "CO

il processo iterativo
(r+1) & (r) (r)
w =§l{’m +“6me +T oW r = 0,100,

(5)
(0)

w =f§ﬁ'm

X
converga verso una funzione w , unica soluzione délla prima equa-
zione del sistema (4) nella sfera “ul\< XO.

Prendiamo in considerazione i tre casi particolari
g(w) = 1; g(w) = w; g(w) = -w.

La considerazione dell'equazione. differenziale

w" +>\w = g(w) w'2 ’

w appartenendo alla classe V delle funzioni continue con le

loro derivate prima e seconda in[0,1] conduce, posto u=w', ad una
equazione differenziale del primo ordine nella. funzione incognita
u(w) e quindi ad una famiglia di curve dello spazio delle fasi
w,u: in corrispondenza alle tre particolarizzazioni di g(w), si

hanno, come equazioni di tali famiglie di curve, ordlnatamente:
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2w
u2=>\(w+%)-ce :
.2
u2=)\+ce‘~ ;
o
'u2=—)\+cew.

Considerazioni elementari conducono ad imporre, per l'esistenza
di soluzioni del problema (1), la condizione /\>0; le curve dello
spazio delle fasi associate ad (eventuall) soluzioni (sempre del
problema (1)) corrispondono inoltre a valori di c é(-&!’, ’%) nel
primo caso, a valori di cé(-)\, 0) nel secondo caso, a valori di
c €()\, ¥oo) nel terzo caso.

I1 metodi indicato per risolvere 11 problema nella sua forma

debole conduce alle seguenti equazioni di biforcazione:

C-= % + t.o.s. (g(w) = 1, m dispari);
;2= 3—27:- + t.o.8. (g(w) = 1, m pari);

§2= 2T + £ praSe (g(w) = w);

52= - 2T + t.o.s. (glw) = -w);
per cul soltanto quando g(w) = 1 e m dispari )\pub essere

indifferentemente maggiore o minore di )\m; % deve essere invece
maggiore dil sia nel caso g(w) = 1 e m pari, che nel caso g(w) = w,
ed infine deve essere )\</\m guando g(w) = =W,

Con semplici calcoli si ricavano poi le successive funzioni

( (1)

w t) (x) del processo iterativo (5): gia w (x) da una ottima
approssimazione della soluzione del problema (3) (almeno per /\all
bastanza vicino a }\m) .

Detto x il minimo valore positivo di x sede di estremo per

la funzione w(x) €V soluzione del problema di valori iniziali

{w" +)\w = g(w) w'2

w(0) = 0, w'(0) = uo # 0,
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e indicato con we il numero w(xe) (we & manifestamente = 0 secondo che,

& UOEZ 0 }, consideriamo la funzione

- S /we dy se u 0
7 Jul 0 <

0

F(A v ) = jw
i e
A

prolungandola per continuitd al valore uo=0 {(F{ %,0)=

se u0 > 0:

Y o S
2 yA
iu‘ & ricavato dalla egquazione delle curve dello spazio delle fasi
ove © & sostituito dalla soluzione delle eguazioni in ¢ che si ot-
tiene imponendo che sia u(xe) = 0.

Tale funzione F{( A,w }r nei casi g(w) = w, glw) =-w &, per

ogni A> 0, funzione pari di w , non altrettanfo accade nel

caso gl{w) = 1; inoltre, in questo caso, per ogni A;>0 si ha
lim F(A, v ) = 0, lim FIA,w ) = + 00 ]
W?,w & W —p + OO e
e

Weli casi glw}) = w, glw) = - w la zimmetria rispetto a clascuno
del due asgsi w ed u delle curve dello spazio delle fasi permette
senz'altro di affermare che 1'intersezione della superficie
z = F{ X,w } col plano z = %ﬁ’ proiettata sul planc ( A,w ¥
approssinma per A.suf iclientemente vicino a A (A\> Am se qglw} =w,
k Ve Axxse g{w} = ~w} la curva che 43 v, in funzione di k

Nel caso, invece di g(w) = 1, la mancanza di simmetria rispetto
all'asse u da parte delle curve dello spazio della fase, glustifica
come l& curva che 43 we in funzione di sia da pensarsi approssima-
ta, per >\ “wvicino® a A » dalla suddetta prolezione quando m &
dispari ( X X } ma non quando m & pari ({ )“>/\ e

Rileviamo infine come la ricerca d4i approssimazione delle solu-
zionli non banall dei problemi ora indicatl possa essere condotta

anche ‘con procedimentl di. discretizzazione.





