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Risoluzione numerica di problemi ai minimi quadrati lineari
con vincoli di uguaglianza®

A. LARATTA?, F. ZIRONI?

RIASSUNTO

In [2] ¢ esposto uno studio di perturbazione per problemi ai minimi
quadrati lineare con vincoli lineart. Qut, di una formula di perturbazione
data in [2], vengono riesaminati gli indici di condizionamento al fine
di confrontarli con i numeri di condizionamento delle due matrict del
problema. Viene anche definita una classe di problemi test ed eseguita
la sperimentazione numerica su tre algoritmi di calcolo per studiarne la
stabilita numerica.

INTRODUZIONE

Consideriamo il problema ai minimi quadrati

Jmin || Co—d| 1)

in cui C & una k X n matrice (k > n), d & un k vettore, E una m X n

matrice (m < n) e b un m vettore. Con ||-| si indica la norma euclidea.
Il problema (1) & stato ampiamente trattato: metodi di calcolo sono

esposti in [1]; mentre una analisi di perturbazione & studiata in [2].

In questo lavoro si espongono i risultati di uno studio di stabilita di
alcuni metodi di calcolo.

Il lavoro & cosi articolato. Si parte dall’analisi di perturbazione del
problema (1) esposta in [2]. La formula (3.17b) di [2], in cui gli errori sui
dati siano errori di arrotondamento, viene interpretata come espressione
dell’errore inerente. Di questa formula vengono riesaminati gli indici
di condizionamento allo scopo soprattutto di metterli in relazione con i
numeri di condizionamento di C ed E.

1L,avoro parzialmente eseguito nell’ambito di una collaborazione del primo autore
con 'LEI - C.N.R. Via S. Maria, 46 — 56100 PISA.
2Dipartimento di Matematica Pura ed Applicata, Via Campi, 213/B - 41100 Modena

(Italy)




Si considerano tre algoritmi: il primo basato sulla decomposizione
ortogonale di Householder della matrice E e gli altri due sullo stesso
tipo di decomposizione pero applicata alla matrice C.

Vengono costruiti problemi test prefissando la soluzione z, gli indici
di condizionamento di C ed E e la norma del residuo || r ||=|| d — CZ ||;
le matrici C' ed E sono costruite in modo casuale come descritto in [3].

L’errore relativo da cui & affetta la soluzione calcolata viene confron-
tato, per ciascuno dei tre metodi, con ’errore inerente prima detto allo
scopo di determinare sperimentalmente se i tre metodi sono ben fatti.

Inoltre, sempre sperimentalmente, si confrontano fra loro i tre metodi
per stabilire quale ¢ numericamente piu stabile.

ANALISI DI PERTURBAZIONE

Consideriamo il problema perturbato

min_||Cz—d | (2)

ETg=b

in cul

gli errori relativi sui dati, in [2] si dimostra che in prima approssimazione
vale

< <KE(C)> (I/(C,E)EE -+ Ec)p+
K5 (C) (e + 1) + KO (E) (e5 + 1) (3
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dove
Kg(C)=|Cl-I (CPE)T]
P(E) =1~ (ET)*ET
EC(E)= | E|-| Lic |

Lt = (I - (C P(B)*C) (BT)*
/(C.B) = || O Lo |- T
r=d—CZ%

Con BT si indica l'inversa generalizzata di Moore—Penrose della generica
matrice B.

Osserviamo che da (3) si possono ottenere i due casi particolari noti:
assenza di vincoli ed n = m.

Nel primo caso basta porre in (3) E =0, eg =0, P(E) = I,
Kz (C) = K(C), K°(E) = 0, v(C,E) = 0; si ottiene cosi la formula
nota:

Az
H” £ ”“ S K(C)ZPSC + K(C)(EC +’75d) -

Nel secondo caso il problema (1) si riduce alla risoluzione del sistema
lineare ETz = b. Ora si ha P(E) = 0 e da questa Kz (C) = 0,
KC(E) = K(E) e quindi I’altra formula nota

””A;”“- < K(E)(ex + &) -

Vogliamo ora dimostrare alcune proprietd di cui godono (CP(E))T e
L, utili in questo paragrafo per avere delle limitazioni di Kg(C),
K¢ (E) e v(C, E) e nel paragrafo successivo per la costruzione dei metodi
di calcolo.

Supponiamo C ed F di rango massimo. Nel seguito ci serviranno le
decomposizioni ortogonali di Householder delle matrici C ed E:

omcff] =il
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in cui @ ed H sono matrici ortogonali di dimensioni k ed n; U ed R sono
matrici triangolari superiori di ordine n ed m. Per le ipotesi fatte U ed
R risultano non singolari. Indichiamo con

Q=[Q1,Q] H=I[,27]

in cui @1, @2, Y e Z sono matrici di ordine k x n, k x (k—n),n X m e
n X (n—m). Siha
C=QU E=YR.
Chiamiamo N(ET) lo spazio nullo di ET, N(E) lo spazio generato
dalle colonne di E. Osserviamo che Z & una base di N(ET).

Abbiamo gia indicato con P(E) il proiettore su N(ET). Ora con P(E)
indichiamo il proiettore su N(FE). Si ha .

P(E)=22Z%

~

PE)=YYT =1-22Z7%.

LEMMA 1. Siano uy > pp > -+ > u, i valori singolari di C. CP(E)
ha m valori singolari nulli; gli altrin —m siano 71 > 79 > +++ > Tpem.
Se C ed E sono di rango massimo si ha:

By 2 T5 2 Pjgm >0, 7= 1,2,...,n—m.
DIMOSTRAZIONE: I valori singolari di C e CP(FE) sono uguali rispetti-

vamente alle radici quadrate degli autovalori di CTC e P(E)CTCP(E).
La tesi segue dal teorema 11, pag. 210 di [5]. B

Dal LEMMA 1 segue facilmente il

TEOREMA 1. Sotto le ipotesi del LEMMA 1 si ha

M < kp0)=- <P k(o). (4)

Osserviamo che, se la matrice C' & mal condizionata, cioé K(C) &
grande, Kr(C) pud essere piccolo se Up—, & vicino a py, ma & certa-
mente grande se fhy -y, € Vicino a i,.
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Per i due casi estremi si ha

MHrn—1

< K(C) per m=1
1< Kp(C)<K(C) per m=n-—1.

Occupiamoci ora di K¢(E). Poiché C+C = I, L}, pud essere anche
scritto come
Lig = (CT - (CP(E))*)C(ET)*.

Vale il seguente

LEMMA 2.
Se C ed FE sono di rango massimo si ha:

Ct — (CP(B)* = U P(UZ)QF (52)

Ct —(CP(E))T =U*P(U-TE)QT. (5b)

DIMOSTRAZIONE: Se & vera la (5a) & vera anche (5b) poiché le colonne
di U~TE sono una base di N(UZ) e quindi '

P(UZ)=P(U"TE).
Dimostriamo allora (5a). Si ha

Ct—(CP(E))* =[(CTC)~* - Z(ZTCTcz)"1 27T =
=[(UTU)™t - 2(Z2TUTUz) 2T )UT QT =
=UNI-UZ(Z%UTUu2)"*2zTU7 QT =
=U"'P(UZ)QT . &

L}o pud ora essere scritto come
L, =U"tP(UZ)U(EY)* (6a)

oppure .
Lic =U'P(UTEYU(ET)*. (6b)

Come conseguenza del LEMMA 2, vale il




LEMMA 3.
Con le condizioni del LEMMA 2 si ha

et —(CerPE)TI<ct] .
¥

Si puo ora dimostrare il seguente teorema che stabilisce una limita-
zione inferiore ed una superiore di K°(E).

TEOREMA 2.
Sotto le ipotesi del LEMMA 2 si ha:

K(E) < K°(E) < K(E)K(C). (7)
DIMOSTRAZIONE: La limitazione superiore si ottiene da (6). Si ha
KO(B) =|| B||-| i < B |- U2 || U ||| B+ = K(B) K()
e poiché K(U) = K(C) si ha la tesi.

La limitazione inferiore si ottiene osservando che (ET)*E7 & un pro-
iettore per cui

KC(E)=|E|-| L |= )
= E|l-Il B)*ET |-| U P(UTE)U(ET)" ||>
> | E|-Il (BT)*ETU*P(UTE)U(ET)* || .
La tesi si ottiene poiché
ETU-*P(U-TE) = ETU! ¢ (ET)*ET(ET)* = (ET)*. §
Se m = n allora || Lf, ||=|| E* || e quindi K°(E) = K(E).

Per v(C, ET) si ha

TEOREMA 3.
Sotto le solite ipotesi di rango massimo di C ed E si ha

0<v(C,ET) < K(E). (8)

DIMOSTRAZIONE: Poiché CU™! = @y, da (6b) segue
B ~ B
(6, 5) = | Clio |- 5 =) @@ ey | L2
- E|
— ETU I+ ” ” .
B0 Iy
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v(C, ET) # 0 poiche altrimenti sarebbe E = 0. Inoltre
v(C,ET) || U ||-|| B Hﬂ——g—H- e poiche || U ||=|| C || segue che
I/(C’,ET) <K(E). B

Infine, il seguente teorema lega i valori di v e p.

TEOREMA 4. Per ogni valore di v (> 0) si ha
lp—al<1. (9)

DIMOSTRAZIONE: E facile far vedere che 0 <p<~+lechesey>1,
v — 1 < p; ovviamente quest’ultima disuguaglianza & vera anche se
v<1. H

Vogliamo ora esaminare le (4), (7) e (8) in alcuni casi particolari.
Indichiamo con

~ __ A D' T
pr[O_K
e S_
E =10 T
H[OHV

le decomposizioni ai valori singolari di C ed E. Q, K, H e V sono matrici
ortogonali di dimensioni opportune; D ed S sono matrici diagonali con
elementi diagonali positivi.

Indichiamo con @ e ¥ le matrici formate rispettivamente con le prime
n colonne di Q e con le prime m colonne di H. Sia

H=1[Y, 2.
Si sa che Z & una base di N(ET) e che
P(E)= 2247
Sia Q la n X n matrice ortogonale tale che
B=KQ.
Vogliamo ora dare qualche ulteriore proprietd di Kg(C), K°(E) e
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v(C, E). Iniziamo lo studio supponendo che Q sia la matrice di permu-
tazione

Q = (eh1e¥r...¢)
dove €' indica la tj-esima colonna della matrice identitd. Supponiamo,
senza perdere in generalita, iy < i < -+ <1, €
bl <l < oo < Iy,
In questo caso N(ET) & generato da n — m autovettori di CTC.
Con facili calcoli si pud far vedere che

&[0 0 0]
(C P(E))*? =H_0 Bst o HT
L?c=(ET)+

. [ Dy S~1
CLig=H 0 vT.
0

in cui

So

M= E=1l,0) D=¢"0G= |2 2]

Dy e D, sono matrici diagonali di ordine m e n — m.
Da queste relazioni segue

Kg(C)= -2
KC(E) = K(E) (10)

v(CE) =2 max i,

I

Per questo caso si pud concludere che K°(E) assume sempre il valore

del primo estremo della (7); Kg(C) pud assumere tutti i valori —'Lﬁ,

¢ =1,...,n e quindi anche i valori dei due estremi della (4); V(C‘,%‘)
pud assumere il valore del secondo estremo di (8).

Se @ non ¢ di permutazione il calcolo di Kz (C), K¢(E) e v(C, E) non
¢ altrettanto facile; qui riportiamo alcuni risultati parziali che possono
essere comunque di aiuto nel confronto degli indici di condizionamento.
Essi si riferiscono al calcolo di Kg(C) per m = n — 1 e di Kg(E) e
v(C,E) per m = 1.

Sia m = n — 1. Definiamo Z come

Z=KQ;
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in cui QN,- indica la i-esima colonna di é Si ottiene facilmente
(C(PE))* = K Q:(QT D*Q:)™' QT D ¢,
e quindi, se QT = (e, ..., ®in)y iy a;?j =1, siha

|owryt =122 _ 1

| DQ: | (i o2 u%)1/2
J=1

Da questa si ottiene

My

oy .
( Zl a?j“?)l/z
J= ’

Kg(C) =

Coerentemente con la (4), in questo caso Kg(C) pud assumere tutti i
valori compresi tra 1 e K(C).

Per poter proseguire ’analisi, abbiamo bisogno di un’altra espressione
di L},; utilizzando le decomposizioni ai valori singolari di C e di E, con
ragionamenti simili a quelli fatti per ricavare le (6), si ottiene

L, =KD '*P(DKT2)D KTV s~V

Lizs =KD *P(D'KTE)DKTY s~'vT.
Da quest’ultima infine
Lig =KD ?KTY S(SYTK D2KTY §)~vT
esem=1

Li; = 1 kp2krT VY(YTK D2KTY)-1.
51

Se, come prima, §; = (Qi1y- -+ 0n)T & la i—esima colonna di Q, sia
Y=KQ;.

Si ottiene

1 . ~

Lic = —K D7Qu(Qf D7Q:) ™
1
s iz xm o
CLfc =§;Q1D 'Qi(QF DT?Qi) 7,
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e quindi

K°(E) = , de=2L
v(C,E) =—; :
(£ a8

Osserviamo ora che K(E) = 1.
Come prevedibile, se Q; = ¢’ si ottiene K¢(E) =1 e v(C, E) = u: /1.
E interessante discutere, almeno su questo caso particolare, la mag-
giorazione di K°(E) data dalla (7). Si vede che si ottiene il secondo
estremo di (7) solo se Q; = e™ oppure se i u; sono tutti uguali.
Ad esempio, per n = 2, d; = K(C) e il massimo valore di K¢ (E) &

crm _ E(C)?+1
K% (E) = 2K(C)
Esso si ottiene per a;; = K(C)/((K(C))? +1)%/2,
ap = 1/((K(C))? + 1)1/2. Si vede che per K(C) =18 K°(E)=1e
per K(C) > 1, K°(E) = K(C)/2.

Se in (3) le perturbazioni sui dati derivano da approssimazioni di
numeri reali con numeri di macchina di un calcolatore con precisione di
calcolo eps, allora

ec <+v/neps, eg <+/meps, &q<eps, & <eps.
La (3) pud essere ora scritta come

laz] _

rzh -

con

E; = [(Kp(C))*(vVmv(C, E) + /n)p+
K5(C) (V7 +7) + KC(B) (v/m + 1)]eps. (11)

Per un fissato eps la grandezza di E; dipende dalle grandezze dei tre
addendi entro parentesi quadre. Un confronto di questi tre addendi non
¢ facile perche dipendono da troppi parametri indipendenti.
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Noi ci limitiamo a qualche considerazione che potra essere utile in fase
di controllo dei risultati numerici.

Se p =0, v < 1 (per (9)), ed E; dipende linearmente da K (C) e
KC(E).

Se p non & piccolo, il secondo addendo & al pit dello stesso ordine del
primo addendo per la (9) e poiché Kz (C) > 1; un confronto fra il primo
ed il terzo addendo non & a priori possibile perché, come si pud anche
vedere dalle (10), Kz(C), K°(E) e v(C, E) possono assumere tutti i
valori con le limitazioni (4), (7) e (8).

Naturalmente queste considerazioni con tutte quelle precedenti riguar-
danti limitazioni di K (C), K°(E), v(C, E) e «, possono essere utili nel-
'interpretazione dei risultati numerici quando p & piccolo oppure grande.

METODI DI CALCOLO
La soluzione del problema (1) & [1] [2]

= Lisb+ (CP(E))*Hd.
Da questa ricaviamo ora tre metodi di calcolo utilizzando espressioni
diverse di L, e (CP(E))*.

Il primo si basa sulla decomposizione ortogonale di Householder di E.
(CP(E))* e L}, si possono scrivere

(CPE)t =2Zz(Cc2)*t
Liz = (B)* - 2(C2)* C(BT)* .
Il calcolo della soluzione pud essere organizzato nel modo seguente:
g=(ET) o+ 2(CZ)*(d— C(ET)*p).

Indichiamo

§:=Hy+Zz:=H[y1}+Zz=H[ L }
Y2 Y2 + 2

Hy & dato da
Hy = (ET)*b

e quindi dalla soluzione di minima norma di ET z = .
z & definita da
z=(CZ)*(d~ CHy)
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e quindi ¢ la soluzione del problema ai minimi quadrati senza vincoli

min || CZz—(d— CHy) | .

Scriviamo ora l’algoritmo di calcolo che chiameremo ALGORITMO 1,
tenendo conto che nella decomposizione di F possa essere adottata una
strategia di pivoting; quindi con P indichiamo una opportuna matrice

di permutazione.

ALGORITMO 1.

HTEP = m
0

CH = C(Y Z) - [Cl,CQ]
RTy; =PTb  (y2=0)
(Z: d——C’1y1

min || Coz —d ||

i-:H[yl].
4

Per descrivere ’ALGORITMO 2 e PALGORITMO 3 osserviamo che da (6b)

si ottiene facilmente

Li, =U Y (ETU-Y)*.

In modo analogo, poiché P(UZ) = P({U-TE), si ha

(CP(B)* =UP(UTE)QT .

Il calcolo della soluzione pud essere organizzato come

E=U"1z
p=QTd
z=(BTU Yt b+ P(UTE)p.

cio¢ z ¢ la soluzione del problema [6]

L lp—z] .
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L’ALGORITMO 2 e ’ALGORITMO 3 presuppongono la decomposizione
ortogonale di C invece che di E. Anche per la decomposizione di C
prevediamo che possa essere adottata una strategia di pivoting.

ALGORITMO 2.
N U
cp=a[’
UTA=PTE
QTd = [”]
q

el
Uy=z2
Z= Py.
Per costruire il terzo algoritmo si usa ancora la (6b). La soluzione si
scrive, esplicitando P(U~TE),
E=UYETU ) o+ U (I~ (ETU )T ETU-1)QT 4.
Ponendo
z=Uz—-QT4d
si ha 4
z=(ETU Y (b~ ETU QT q)
cioe z & la soluzione di minima norma del sistema
ETU 1z =b— ETU1QT 4.

ALGORITMO 3.

~ U
or o[
UTA=PTE
el
q
f=b—ATp
Jpin 2]l
Uy=z+p
Z= Py.
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PROBLEMI TEST

Per la sperimentazione si costruiscono problemi test in cui vengono
assegnati i numeri di condizionamento K(C) e K(E), la soluzione Z e la
norma del residuo || r(2) ||=| d— CZ |-

Nelle condizioni in cui ci siamo messi £ & soluzione del problema (1)
se e solo se verifica le condizioni di Kuhn—Tucker:

cTCcz—CTd=Ev
ET2 =%

in cui v € un m vettore.
Le matrici C ed E si costruiscono utilizzando un metodo per la co-
struzione di matrici casuali descritto in [3].
_ Per questa costruzione si utilizzano le matrici ortogonali @, K, He
K, anche loro costruite con un metodo descritto in [3].
Si fissano i valori singolari u;, ¢ =1,2,...,n di C in modo che
K(C) = p1/pn; ed i valori singolari §;, 7 =1,2,...,m di E con
K(E) = 8;/8,,. Nella sperimentazione si & scelto p; = §; = 1 e gli altri
valori in progressione geometrica ricordando che sono noti u,, ed §,,.
Si costruiscono le due matrici

~[D
Y = KT
c=af]

. 137 -
A= KT .

i)

A & una matrice ausiliaria che serve per costruire E.
Si calcolano in modo casuale v e la direzione u di r(£). Quindi

d=Cz+ | r(z) || u
f=cTcz-CcTd
g =Av.

Si calcolano le matrici elementari di Householder G e G tali che

Gf=~c| flle, Gug=-01]g] e

in cui, indicando con f; la prima componente di f e con g; la prima
componente di g,

1 se f1 >0
o =
-1 se fi1 <0
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{1 se g, >0
g1 =
L —1 se g1 <0

e

el = (1,0,0,...,0).
Si ha che 1 1

S R P

da cui

_ 9 | f ”GTG Av

Cogl '

Se poniamo

p=lllerg, s

o gl

& verificata la condizione di Kuhn-Tucker CTC% — CTd = Ewv.
Osserviamo che la decomposizione ai valori singolari di F & data da

A [S
E = vT
N

in cui
bF=26Tq, |
o1
| fll&

lal
K

Il

S
v

e quindi K(E) = K(A).

SPERIMENTAZIONE NUMERICA

I tre algoritmi descritti sopra sono stati implementati in FORTRAN
con l'uso della libreria LINPACK [4].

La sperimentazione numerica ¢ stata eseguita sui calcolatori IBM PS/2
Mod. 80 e VAX-11/750.3

I problemi test sono stati costruiti con precisione di macchina doppia
rispetto a quella usata per il calcolo della soluzione.

3Si ringrazia il Centro Interdipartimentale di Calcolo Automatico e di Informatica
Applicata dell’Universitad di Modena che ha fornito il tempo di calcolo sul VAX.
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I valori della precisione di macchina eps relativi ai due calcolatori sono
indicati nella tabella:

Precisiont di calcolo.

Macchina Tipo Eps
VAX Real+4 2724 ~ 596E-08
Realx8 2756 ~ 1.39E-17

Realx16 2-113 ~ 963E-35

PS/2 Real*4 2723 ~ 1.19E-07
Realx8 2752 ~ 222E-16

Alcuni risultati sono riportati nelle figure 1 = 6.

Con linea continua (Ei = Errore inerente) & indicato il grafico del
secondo membro di (11).

Le figure 1+ 4 si riferiscono a risultati ottenuti su PS/2 con precisione
doppia per la costruzione dei problemi test e semplice per il calcolo della
soluzione. Esse rappresentano le medie di 20 esecuzioni che differiscono
per la diversa inizializzazione del generatore di numeri casuali usati per
la costruzione dei problemi test.

Con Al, A2, A3 si indicano i grafici degli errori relativi delle soluzioni
calcolate con gli algoritmi 1, 2 e 3.

Dalle figure 1 =+ 4 si pud osservare:

1) il malcondizionamento del problema (1) dipende soprattutto dal valore
di m; tale comportamento dipende, per il TEOREMA 1, da come si
sono scelti nei problemi test i valori singolari di C;

2) PALGORITMO 1 & ben fatto;

3) per valori grandi di K(C) e valori grandi di m, gli algoritmi 2 e 3 sono
non ben fatti (vedi figura 4).

Le figure 5 e 6 si riferiscono a risultati ottenuti col VAX. La figura
5 riguarda un caso compreso nei risultati rappresentati in figura 1; la
precisione pero e ora quadrupla—doppia. La figura 6 riguarda un caso in
cui le dimensioni delle matrici sono pit grandi rispetto ai casi precedenti.
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Fig. 1 - K(E)=1, k=20, n=15, m=1, r=1, Eps=1.19E-7
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Fig. 2 - K(E)=1, k=20, n=15, m=1, =100, Eps=1.19E-7
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Fig. 3 - K(E)=1, k=20, n=15, m=8, r=1, Eps=1.19E-7
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Fig. 4 - K(E)=1, k=20, n=15, m=14, r=1, Eps=1.19E-7
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Fig. 5 - K(E)=1, k=20, n=15, m=1, r=1, Eps=1.39D-17
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Fig. 6 - K(E)=1, k=100, n=75, m=1, r=1, Eps=5.96E-8
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