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LA RICERCA DEL CAMMINO MINIMO NEI GRAFI DI GRANDI DIMENSIONT
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M, Mercatanti , G.Bastianini

RIASSUNTO

La ricerca ricorrente dei cammini minimi fra due vertici,
in un grafo di grandi dimensioni e‘debolmente connesso,implica
tempi lunghissimi di esecuzione 0,in alternativa,un esorbitante
impegno 4i memoria,se tutti i possibili cammini sono preventiva-
mente calcolati e utilizzati di volta in volta.,

I1 procedimento di calcolo,di cui si fratta,rende possibile
una sensibile economia di tempo, o di memoria syrispettivamente,
nell'uno o nell'sltro caso. Esso presuppone il preventivo ricono-
scimento nel grafo di parti'debolmente'oonnesse fra loro (per es.
- grafi raporesentativi di aeroporti, di reti ferroviarie interns-—

zionali, ecc.) e lagloro suddivisione in sottografi .

Il procedimento prevede una ridistribuzione dei vertici e
degli spigoli in modo tale che i "sottografi® acquisiscano la
proprietd che i cammini minimi fra i vertici di ognuno siano mi~-
nimi in assoluto,cioé coincidano con i cammini minimi calcolati
nelltintero grafo,

1l calcolo dei cammini minimi fra due vertici gualsiasi ri-
sulta piu rapido per 1le proprietd che conseguono dalla quddivim

sione del grafo nei "sottografi' sopra s ecificati.
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1. POSIZIONE DEL PROBLEMA

Com'é noto gli algoritmi che risolvono il pfoblema della
ricerca del cammino minimo fra due vertici di un grafo, implica-
no un numero di operazioni che cresce in ragione del guadrato .~
della dimensione della matrice delle distenze . B

Se talée dimensioneé é elevata e la ricerca dei cammini
é ricorrente, il procedimento pud non essere applicabile a causa
degli elevati tempi di elaborazione, né pud essere di pratica
attuazione calcolare preventivamente l'insieme deil cammini mini-
mi, fra tutte le possibili coppie di vertici del grafo, a causa
dell'esorbitante volume dei risultati.

Il metodo che proponiamo consente una notevole economia del
tempo di elaborazione, nel primo caso, o dell'area di memoria,‘
nel secondo, purché il grafo, come si é detto, sia di notevoli
~dimensioni e sia 'debolmente' connesso.

Presupponiamo inoltre,che il grafo G sia preventivamente
suddiviso in un certo numero 4i sottografi ,cioé detto G = (V,U)
il grafo in argomento ,dove V = é un insieme

[ Vi }i=1,2,...,nh

finito di vertici e U = i( Vi Vs >izj} c VxV é 1l'insieme
degli spigoli di G . Supponiamo che G sie suddiviso in un certo

numero di sottografi :

+

+ +

. | G = OV 0 Uy dpeq,2, .00 m
dove th Ve Uhc u . | | g
Convertiamo i sottografi Gg in "subgrafi® G = (V. , U ) g

dove Uh ¢ 1'insieme degli spigoli di G che compongono i cammi- i
ni minimi fra le coppie dei vertici di Vg , e Vh ¢ 1l'insieme deil

vertici degli spigoli di Uh .

Quindi due subgrafi G, e G, . , tali che V, =V vV, * @,

h 1+ ,h+1 h h+i
hanno in comune anche l'insieme U raUh+q degli spigoli che

1

h
appartengono ai cammini winimi fra due gqualsiasi vertici di Vh nt
b




Essendo 1l criterio di suddivisione di G, nei Gh , tale
che i Gh ;,adiacenti gli uni agli altri ,non formino mai un ciclo
(disposizione ad albero), allora un cammino fre due vertici ap-
partenenti a subgrafi diversi, definisce in modo univoco una se-

quenza di subgrafi . Per ogni G nota la matrice nodi-nodi

h ’ - e - . .
Oh é (Chij)_i,j=1,2,...,mh e le grandezze Zhij assoclate agli
spig&li; si definisce la matrice Dh = (dbﬁj) delle distanze
A se ¢ .. =1
hij hij
dhij = 0 per ogni i = J
o0 .- se chij = O

Per ogni h=1,2,...,m ,si calcolano in Dh le distanze mini-

me fra le coppie di vertici (v N

, th) di G, (vedere Appendice B)

hi

ed 1 relativi cammini Skij .

2. PROCEDURA DI CALCOLO DEI CAIMINI IINIMI

La procedura di calcole si suddivide in guattro parti distin-
te a seconda dell'appartenenzas dei vertici di inigio e termine,
\a e Vj ad uno stesso subgrafo, e del numero y di subgrafi in-

termedi a quelli che contengono v, e vj .

1 V.,v.€eV =0
) 17 J b. y

I1 problenma ¢é gia risolto ,essendo noti per Gh tutti i cam-
- mini miniml fra 1 verticl ,quindi anche~8k;4 .

ey
2 v.e V. 4, v.eV =0
- . v L .
Issendo noti i cammini 9, .. e S, ) v, e V il
' - ng,i,k B,,3,k 'k "hy,hy

procedimento di risoluzicone consiste nella ricerca di un




Ve V tale che la somma delle lunghezze 4 — .
k hy ,h, : & hy,i,k ha,d,k’
dei cammini minimi S .~ € 8 . ~ Sig minima .
~ hy,i,k ha,Jj,k :
I1 numero dei confronti necsssari ¢ card(Vh . Y .
1ydi2 2
3) Vith1 ’ Vjthz , y=1
Sia Gh' il subgrafo intermedio j;per semplicita di scrittura
3

rinominiamo gli indici h1,h3,h2, rispettivamente in h,h+1,h+2 .

Note le distanze minime 4 e

n,iu(m) * u(h) € h,nt

he2, 3,u(he) Vu(h+1)e Vh+1,h+2 , Oltre alla matrice Dh+1 )

il nostro problema si trasforme in guello di trovare 1 cammini

d

. . 0 o et . . 3 —a 4
minimi fra i vertici d4di Vh,h+1 e Vh+1,h+2 , riportando in D

d

h+1
rispettivamente d

h,i,u(h) h+2, j,u(h+1)

Posto :

U; = lu(h}l Vu(h)ezvh,h+1}

N A
= ) . A

U1 [u(n+1) ’ Vo(n+1) € Ch+1,h+2}

*

per ogni u(h)e Uh e u(h+l)eU

*
h+1
*

Gt u(m) ulaet) = Snet,u(m),umst) T %h,a,um) t %ne2, 5,u(ne)

La lunghezgza del cammino minimo S, , fra il vertice vi

il
di G, ed il vertice v.di G, é
h J h+2
* *
d ~ ~ = min (a , ) ,
h+1,%(h),0(h+1) u(h)EU; h+1,u(h),u(h+1)
SRR N
u(n+‘)EUh+1
e Sf_:
S, =98

£ 7 500,00 7 Shel,5(),5(ne1) ? Sne2, 5,8 (he)

4) ViGVh1 R Vjth2 , ¥ > 1

Sia G, , Cp aemes Gh una sequenza di subgrafi intermedi
hk1 ko ky
fra Gh e Gb 3 analogamente al caso 3) rinominiamo gli indici
1 tz
h h h O h, in h,h+7,¢ee,h+y+1
1 0 X, r M, ’ 3 Kk, ' 2 y g oo my Ty °




I1 procedimento di risoluzione é riconducibile al caso 3)

, cioé si calcolino i cammini

ove si sostituiscano i subgrafi G
ico s

un ubgrafo Gh+1,h+2,...,h+y

minimi fra i vertici di Vh,h+1

Data la disposizione di G

e gquelli di Vh+y,h+y+1

h+1 * Gh+2 ’f"’Gh+y !

minimi passano per i vertici di Vh 1,042 Vh+2,h+3 yeoeey

per cuil, in generale, la distanza minima nel grafo Gk K+ ?
. C H

composto da Gk e Gk+1 ,per ogni coppia di vertici (vu(k—1) yV (k+1))

Va(e=1) € etk 1 VuGert) © Vit ka2
delle lun hezze dei camnini minimi Vo~ ] e
& Yu(e-1) * Vi(k)

i cammini

Vh+y=1,h+y

é data dalla somma minima

[Vﬁ(k) ;s v (K$1)] per un certo vertice VN(k)e Vk el °

Pertanto ,per k = h+l,h+2,...,h+y , si calcolano i cammini

minimi fra i vertici V e V e, conseguentemente,

h,h+1 “h+y,h+y+1
i cammini minimi parziali si compongono in un unico insieme

Sh+1,u(h),u(h+y) di cammini minimi del grafo G

h+1 h+2,o..1h+y !
cioé per ogni copvia di vertici (Vu(h) 'V (hty) ) e Vh,h+1

[
°

Yo (h+y) © Vh+y,h+y+1

Snat,u(n),ulney) = Shat,u(n),s(he1) ? he2,d(he1),3(h42), ...

° 9

Sh+y,ﬁ(h+y—1),u(h+y)

Noto l'insieme S e le relative grandezze,

h+1,u(h),u(h+y)
si esegue la parte 3) .

CONCLUSTIONI

Tale procedimento non é generalizzabile dato che nella teo-—
ria dei grafi non vi sono metodi di suddivisione di un grafo
gualsiasi in sottografi,.

Tale suddivisione dovra essere eseguita caso per caso prima

dell'apolicazione del procedimentc di calcolc.




A titolo di esempio consideriamo il caso di un grafo di

300 vertici j;le dimensioni della matrice di tutti i possibili
cammini ,supponendo che il cammino massimo sia al pih 4i 50
spigoli, sono 300x300x50 ,

Scomponendo 1l grafo in cingue sottografi ,si hanno cingue
matrici le cui dimensioni sono 60x60x10 .

Supponendo che l'informazione elementare sia di 2 byte ,
1'impegno di memoria nel primo caso é di 9 milioni d4i byte e
di 360.000 byte , nel secondo ; analoghe sono le considerazio-

riguardanti il numero delle operazioni necessarie per ri-

3
-

cercagre 1 cammini minimi.




APPENDTICE B




La ricerca del cammino minimo con l'algoritmo di R.W. Flovyd.

Consideriamo il grafo G = (V,U) dove V = {Pi}; = 1 5 0
e phlygoeay

2 l'insieme dei vertici e U = {[Pi,Pj]} , l'insieme degli

spigoli. Sia C = (Ci4) la matrice delle distanze tra i nodi

adiacenti Pj e Py il cui generico elemento é:

6ij se i vertici Py e Pj sono connessi
Cij
™ altrimenti

dove 6ij € la lunghezza dello spigolo [Pi,Pj] .

Sia D = (dij) una matrice quadrata di ordine n dove:
) [P., Pj] se p; e ps sono connessi

g altrimenti

L'algoritmo consiste dei seguenti passi:

PASSO 1 - Per ogni i =1,2,....,n si esegue il passo 2
PASSO 2 - Per ogni v,w =1,2,...,n v #wev,wsi, si
sostituisce C con C_. + C,  se e solo se
vw vi iw
k3 + * a
va:> Cv1 Clw

Nella matrice D si sostituisce l'elemento di posto {(v,w) con
il cammino composto dai cammini precedentemente trovati per

(v,1) e {i,w).
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