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1 Abstract

In this report a complete description is done of the shell elements used inside the FEM
code NOSA. After a brief introductory section dealing with the hypotheses, which
qualify a solid as a shell, and with the representation of the displacement field, the
thin and thick shell elements implemented in the code are fully described. The last
section of the report describes a shell element appropriate for heat tranfer problems,
which will be available in a brief time.

2 Introduzione

Nei problemi di meccanica strutturale si incontrano spesso elementi strutturali, come
volte, pareti, pannelli, etc., il cui spessore & molto piccolo rispetto alle altre due dimen-
sioni spaziali; tali elementl strutturali sono di solito denominati gusci o piastre.

Nei codici di calcolo agli elementi finiti esistono speciali elementi, detti elementi
guscio o shells, adatti a modellare tale tipo di strutture.

Nel presente lavoro, dopo un capitolo iniziale in cui sono brevemente descritte alcune
proprieta geometriche delle strutture a guscio e del loro campo di spostamento, saranno
descritti i due tipi di elemento guscio presenti nel codice NOSA impiegati nella soluzione
di problemi strutturali statici e dinamici.

Nel capitolo finale verra descritto un elemento guscio, non ancora introdotto in
NOSA, adatto a casi di conduzione del calore in problemi termomeccanici.

Il presente lavoro costituisce una semplificazione e, per alcuni versi, un ampliamen-
to di una precedente pubblicazione [1] a cui rimandiamo per una pit ampia descrizione
delle proprieta generali dei gusci e per una piu estesa bibliografia.

3 Geometria e spostamenti del guscio

Si suppone che la superficie media del guscio sia abbastanza regolare per cul quasi
ovunque possa essere definito un sistema di riferimento ortonormale destro di ver-
son €1, €y, €3, € coordinate 7;,7,,7, dove eg & la normale alla superficie media e vale
—2 2 <3 < % dove h & lo spessore del guscio (vd. fig. 1).

Se r e la posizione di un generico punto sulla superficie media, allora i punti del
guscio allineati lungo la normale passante per » avranno posizione p data da:

p =7+ naes(r). (1)

Quando il guscio subisce una deformazione F, si fanno le seguenti ipotesi:




Figure 1: Spostamenti del guscio

1. gli spostamenti sono piccoli rispetto alle dimensioni della struttura e, quindi, le
deformazioni sono infinitesime;

2. ogni segmento retto allineato secondo la normale ez(r) si trasforma in un al-
tro segmento retto della stessa lunghezza e, quindi, lo spessore del guscio resta
invariato e la normale e3(r) si trasforma in un altro versore n(r).

Allora, detti * e p* i deformati di 7 e p si ha:

rto= 'r‘—!—u(r), (2)

pt o= prui(r) =7+ nn(r), (3)

dove u(r) e u*(r) sono gli spostamenti subiti dal punto r sulla superficie media e dal
punto p, rispettivamente.

Inoltre, se facciamo I'ulteriore ipotesi che il versore n(r) sia normale in r* alla

superficie media del guscio deformato (ipotesi di Love-Kirchhoff), diremo che il guscio
& sottile, mentre, nel caso generale, diremo che il guscio & spesso.

2



Da (1), (2) e (3) si ha:
p'=p=u(r) = u(r) + ny(n(r) — es(r)). (4)

Poiché e3(r) ed n(r) sono versori, si ha che n{r) pud essere ottenuto da e3(r) con
una rotazione. Detto f il vettore rotazione (vd. fig. 2), che & infinitesimo per l'ipotesi

Ay
\

Y

€

Figure 2: Rotazione del versore normale.

2 e supponendo inoltre che i raggi di curvatura della superficie media del guscio siano
quasi costanti e molto maggiori dello spessore e degli spostamenti (ipotesi di guscio
quasi piatto}, allora, posto

91 = 9‘61,
92 9-62,
93 9'63 “—“0,

possiamo scrivere

n(?") - 63(7") = 9281 - 0162,

e quindi la (4} diviene:

u* (1) = u(r) + nz(fae1 — Oreg) = u(r) -+ n3(e; ® ez —ea ® e b,

()

(6)



4 1l guscio sottile

Nel codice NOSA esiste un elemento guscio sottile (elemento n. 5) del tipo nonconforme
[1], in quanto alcune componenti di rotazione sono variabili indipendenti e non calcolate
per differenziazione dal campo di spostamento della superficie media.

Tale elemento, sviluppato da J.C. Nagtegaal [2] e basato sull'ipotesi discreta di
Kirchhoff [1], & un quadrilatero a lati retti con 8 nodi: i primi 4 nodi sono posti ai
vertici del quadrilatero e 1 restanti sono a meta dei lati (vd fig.3).

v

<

Figure 3: Nodi e coordinate gaussiane.

Riguardo al campo di spostamento, si ha che i quattro nodi d’angolo hanno 3 gradi
di liberta ctascuno che sono le componenti, nel riferimento cartesiano globale, dello
spostamento u della superficie media, mentre i quattro nodi di meta lato hanno come
unico grado di liberta I’angolo di rotazione attorno alla direzione del lato, preso positivo
se in senso antiorario visto dal nodo estremo del lato che ha numero d’ordine globale

maggiore.

- Tale elemento ha buone caratteristiche:2 semplice da usare, anche nella modellazione
di strutture scatolate e/o di nervature di rinforzo;

- ha una buona convergenza;



- non mostra modi di deformazione a energia nulla (meccanismi);

- & stratificato e, usando 'opzione COMPOSITE, ¢ possibile specificare lo spessore e le
proprieta del materiale per ogni singolo strato (fino ad un massimo di 99 strati);

- puo essere facilmente degenerato ad elemento triangolare.

4.1 Geometria dell’elemento e basi locali

Riferendoci alla fig. (3), 'elemento guscio pud ottenersi per mappatura nello spazio
di un quadrato standard di lato 2 e centrato nell’origine del piano delle coordinate

gaussiane &, e £,.
La posizione r di un punto della superficie media & ottenuta a partire dalle posizioni
dei quattro nodi d’angolo,

T Z¢i(‘$l:£2)riv (7)
i=1

dove 1, sono le posizioni dei nodi d’angolo e ¢,(&;,£,) sono le funzioni di forma bilineari

Bl e) = 71+ EE)(1 +E36) i=1,2,3,4, )

con & e &, coordinate gaussiane dell’i-esimo nodo d’angolo.
Derivando la posizione r rispetto alle coordinate curvilinee otteniamo 1 vettori tan-

genti alle linee coordinate:

Or = 86,
T' = —_— .._......_17'2. — gg _+_ h, (9)
! 8¢ =04 2
ar = O¢,
= _— -—-i?"z- — —}— k:
"2 ¢y a¢, 96

(la virgola che precede un indice sta a indicare derivazione rispetto alla coordinata con
tale indice) con

1

. (T1+T'3M_’f‘2+'f“4)
A 7
1 ro+1r3 114712 1
h = -— — = — — , 10
HEEns_ndr Loy (10)
. 1T3+T‘4 7"1—|-?"2 _].
ko= g5 ——5 =35l



Dall’espressione di & e k deduciamo che i nodi di meta lato stanno su uno stesso
piano e che £ e k sono tangenti alla superficie media nel punto di coordinate £, = &, = 0,
detto il centroide dell’elemento.

Dar; e rp il versore ez normale alla superficie media dell’elemento é:

es(r) = _TaxXre (11)
[ rexre|

Da osservare che il verso di ez & quello da cui i nodi d’angolo sono visti succedersi
in senso antiorario.

I vettori r 1,74, e3 costituiscono una base che non & ortogonale, né unitaria, mentre
abbiamo visto nel capitolo precedente che ¢ molto conveniente disporre di una base
ortonormale in ogni punto della superficie media dell’elemento. Costruiremo,allora,
una base ortonormale nel centroide che poi proietteremo opportunamente negli altri
punti della superficie media dell’elemento.

Consideriamo quindi i due vettori tangenti r; e r 5 calcolati nel centroide, e costru-
iamo i due vettori ortogonali

71 T2 T1 T2
a= —> =, b= i — — — (12)
Iradl redl [rall Nrell
poniamo
a b a b

(13)

YA P Y T T AV FTy IV E

La terna ey, ey, eg costituisce una base ortonormale nel centroide dell’elemento. Se
Pelemento & piatto, la terna centroidale & usata anche negli altri punti della superficie
media, altrimenti si procede nel modo seguente. Siano ez ed e; le normali calcolate nel
centroide e in un punto generico r , rispettivamente; definito il versore s; mediante la

relazione:
eg X €4

=" 14

= Taxel (a4

si ponga

Sy=e3X 8 € 8y =¢y X 8.

II tensore H = 51 ® s1 + 55 & s2 + €} ® e3, applicato alla base centroidale, permette
di ottenere la base ortonormale €}, e}, €4 nel punto 7/,
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e, = He; = (s1-e1)s1+ (sg-e1)sh, (15)
ey = Hey = (s1-ex)s1 + (83 €3)s).

L’adozione della base ortonormale locale ey, e5, 3 (omettiamo gli apici per brevita)
equivale ad una nuova parametrizzazione della superficie media dell’elemento. Indicate
con 11, 72 le nuove coordinate, la posizione di un punto r sulla superficie media sara

f(nla"%) = 7”(51(?1#72): 52(%:”’?2))- (16)

. Z I
y
E.;ZA

TH;\ . ®
/_Jm

Figure 4: Parametrizzazioni dell’elemento.

Riferendoci alla fig. 4 si ha che

\]’




ed 1 nuovi vettori tangenti saranno ora

or or
Fim— — = Fop = —— = g, 17
1 8771 €1, ¥a 8?72 €3 ( )
Differenziando la relazione
r=fow,
s1 ottiene
Vr = Vi Vw™, (18)

0, pit esplicitamente,

LQ)

R

Omp O

2, o) [ ]
8¢, 08, O, Oy t, Oty

Da (17) e (18), premoltiplicando per (VF)" e tenendo conto che ¢, - ¢; = §;; si ha:

Om  On
b G ] : (19)
a

an an
ki 5 8 =)
Jle | 08 06 | €171 €172 (20)
Tl 0 O | T | enirqy eneT
BE. Ot 2:T1 €272

e quindi per le derivate delle funzioni di forma ¢,; avremo:

%, g0 _ (2% %),
(5771’ Ong 3*’31’ o6, ' (21)

4.2 Spostamenti e rotazioni

Gli spostamenti u(r) della superficie media sono interpolati a partire dagli spostamenti
u; dei nodi d’angolo usando le stesse funzioni di forma ¢; usate per interpolare la
geometria dell’elemento,

4
U = Z@(Wlﬂb) Ui, (22)
i=1



U = O ou 8¢,
e I —=3 23
37?1 b ang im1 anu ( )

Per quanto riguarda le rotazioni nei nodi di meta Iato, si ha che, dato il basso ordine
delle funzioni di forma ¢;, non & possibile calcolare correttamente tutte componenti di
rotazione per differenziazione del campo di spostamento. Le ipotesi da introdurre
e le scelte da compiere per un corretto funzionamento dell’elemento sono riportate in
[1],[2]. Siosservi che tra le componenti del gradiente di spostamento & continua doltanto
quella lungo il lato comune a due elemnti adiacenti; quindi le componenti di rotazione
che non possono essere scritte solo in funzione di questa componente del gradiente di
spostamento devono essere assunte variabili indipendenti.

Per mostrare cio, dobbiamo innanzitutto scegliere basi ortonormali nei punti di
meta lato appropriate per la rappresentazione delle rotazioni in tali punti.

ny

m>m,
My >,
my>m,
m>m,

Hs

Figure 5: Sistemi di riferimento per le rotazioni.

Riferendoci alla fig. 5, scegliamo su ogni nodo 7 {(j = 5,6,7,8 ) una base ortonor-
male composta da:

1. il versore s; parallelo al lato e orientato verso il nodo d’angolo con maggior numero
d’ordine globale;




2. il versore t; che giace nel piano individuato dai quattro nodi di meta lato, per-
pendicolare al lato e orientato verso 'interno dell’elemento;

3. il versore normale n; definito da n; = s; X ¢;.

11 vettore rotazione nodale §; (j = 5,6, 7, 8) sara quindi scritto come:

dove:

¢; & variabile indipendente;

o = -vi_(u ) = —Z%(ﬂj S} (25)

9.’:" - 8Sj(u t})_ Zasj(t.? "U,.,,).

In (25) le derivate sono fatte nella direzione del lato e precisamente

gfj - 522? lo,oe:  sul lati 1-2 ¢ 34, rispettivamente, (26)
. 2
gf; _ :tl g?z l¢,=a1  SUi lati 2-3 e 1-4, rispettivamente,

nelle quali /; & la lunghezza del lato comprendente il nodo j ed il segno & positivo
o negativo se s; & concorde o discorde, rispettivamente, con il verso crescente della
coordinata curvilinea gaussiana.

Tenendo conto di (25), la (24) diviene:

9:,: = 85+ E 8 uz (nj ’ 'u’i) tj] =
i=1

= #:8;+C; }:6&‘
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avendo posto C; =n; ®; — ; @ ny.

Per |'interpolazione delle rotazioni in ogni punto della superficie media dell’elemento,
& opportuno considerare anche il vettore rotazione 8y nel centroide, considerato come
nono nodo dell’elemento; il valore di tale rotazione & posto uguale alla media dei valori
delle rotazioni nei nodi di meta lato, per cui avremo:

8
1
b =7 Jg; 0;. (28)

Assumiamo che il vettore rotazione  in un punto qualsiasi r della superficie media
dell’elemento sia ottenuto per interpolazione delle rotazioni nodali ¢; (§ = 5,6,7,8,9)
mediante apposite funzioni di forma ,(£;,£;), cioé poniamo:

9
0= ¥, (29)
7=5

dove

9
V(e &) = —§£2—35§+—<§+e551£2,

Pe(€1,62) = +';‘§1 + 51 - —3' + 6§13,

Vr(€1,62) = ‘i‘%‘fz - ‘1“651 + Té& — 5818, (30)
3

bele &) = g6+ 1pE — el — ity

3 3
Yol€n &) = +1- 8- 16
1 caleolo delle funzioni di forma ¢, e dei fattori di forma es ed eg viene riportanto

in Appendice.
Allora, tenendo conto di 27) e di 28), la 29) diviene:

8
by + it = 3 (4, g ) 0

I
Mm

(F
=5 =5
8
= Z (1,D + 1/)9> 955j+9§tj+9?nj) = (31)
F=5
5 1 8
— (¢J+4@bg) (653+CZ 9% )
j=5
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4.3 Deformazioni

Le deformazioni del guscio sono calcolate nella base ortonormale locale e;, e, e3. In un
generico p di coordinate locali 7,75, 775, si ha (cfr. Cap. 1):

o
£11 = = (6’1 B u*),
o
J
Epa = (62 . ’U,*) )
ony
6} d
Ei3 = — (62 . ’Uﬂ*) + — (61 ' ’LL*) ) (32)
o ony
£33 = 0, perlinvarianza dello spessore;
g9 = ¢&13 =0, per l'ipotesi di guscio sottile.

Da (6) & facile dimostrare che

e = €+ M3k,
€og = €93 + Makon, (33)
€10 = €12+ M3k12.

Le quantitd e;; sono note come deformazioni membranali, mentre k;; sono i cam-
biamenti di curvatura. Come vedremo in seguito, & opportuno che le deformazioni
membranall e i cambiamenti di curvatura siano calcolati separatamente. Da notare
inoltre che i termini contenenti le derivate dei vettori della base sono trascurabili per

Pipotesi di guscio quasi piatto.

4.3.1 Deformazioni membranali

Si has:
a L. 06,
€11 = "8“7?—1 (81 . ’U.) = ; 8’?’;; (6} . ’U.i), (34)
o £, 0,
= - (eg-u) = ; o (eg - ;). (35)

Si assume che la componente €, sia costante su tutto l'elemento ed uguale al suo
valore nel centroide: si tratta di un accorgimento numerico per ridurre l'eccessiva
rigidezza alla deformazione di taglio nel piano tangente alla superficie media; si ha
quindi

12




8 (e ~[0¢:
€12 =~ %2— (61 . 'U,) Z [a’]’h " :| U, (36)

i=1

dove i termini in parentesi quadra sono calcolati nel centroide dell’elemento. Tenendo
conto di (34), (35) e (36), possiamo scrivere

€11 4
€2 | = EB?W: (37)

con

S—;’ff (ex)”
B = o (ea)’ (38)
% (o7 + 22 ()
4.3.2 Cambiamenti di curvatura
Da (6), (32) e (33), si ha
%,
kin = E?“l“ (32 9) :
ko = -—i (g1 - 6) (39)
22 6772 1 3
d 5,
.1{212 = 6_7]2(62.9)_55;(61-9)-

Tenendo conto di (31), possiamo scirvere per ki

8 4
- % ;10 | s Z 3@ _

j 5
-3 e
= ;1 ey - 5;0; —}—Z 2053,162
avendo posto o 1 = 6%1 (v,bj + %d)g). Analogamente per kgp avremo

13



8

4 /8
S 8 i
koy = Z —ayp €1 - 5507 + Z (Z —Qz e Cja_fj) Uy, (41)
=1 \ j=5

=5

con qja = % (¥ + 1)
Infine per k;9 si ha

8 4 8
9¢;
k1o = Z (ijg €2 — Q1 61) : Sjg:; + Z (Z (Oéj,g €2 — Gj1 61) . Cj aj) Us- (42)
J

j=5 i=1 \j=5

Quindi, tenendo conto di (40), (41) e (42), possiamo scrivere

k’u 4 8
i j=b

k12 =
con
s @1 €5 Cj et
B-{ = — Z?:S O{j,g egcjg—ﬁ;‘ s (44)
Sis (y2ed —ajiel) Cip
e

aj,l €9 - S_.j
Bf = =9 €t 85 . (45)
(ajo€2 — oj1€1) - 5;

Riassumendo, possiamo facilmente vedere che, da (37) e (43), il campo di defor-
magzione pud scriversi come

| =5 a1 [ ]-m[ (]

€12

con
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ty 9;

u s &
=2 e =% (47)

3 7

Ua 9;

oppure, usando le caratteristiche di deformazione €;; e ki, con 4,5 = 1,2, si ha:

e| | B™ 0
k| | Bf BY

4.4 Matrice di rigidezza e caratteristiche di sollecitazione

. (48)

@

La matrice di rigidezza K® ha la forma seguente:

+ b
Ke = / f " BTD By, dA, (49)
2y

dove A & 'area dell’elemento, B & la matrice che esprime le relazioni di congruenza
tra deformazioni e spostamenti (cfr. (46)), mentre D , detta matrice costitutiva, &
definita dalla relazione

o = De (50)

nel caso lineare , oppure da

& = Dé (51)

nei casi non lineari, dove con ¢ e & si & indicato il vettore delle componenti di sforzo e
la sua derivata temporale, rispettivamente. Nel caso del guscio sottile, I & una matrice
3 x 3 che formalizza la relazione di stato piano di sforzo. Inserendo (50) o (51) in (49)
e tenendo conto di (46), si ha '

L]
Al

e, dopo semplici calcoli, si arriva a

B™T + p,B/T

;B *

15




e B™T BT Dy Dy B™ 0
K ~[4{ 0 BgT}[Dl D, Bf BB}dA’
dove

+
Dy, = D dn,,

h

Wl

[NE

2
+
D, = / 75D dns,

4 ke

|=

* 2
D, = [ Dy,
-3

Da notare che se D non dipende da 7, allora si ha:

D, = RD,
D, = 0,
h3

= —D.
D; 12

La potenza W dello sforzo, definita da

-
v

e in vista di (33), risulta

+4 )
W o= // C o (€4 k) dny dA =
Aty
+ |
aJ-4
i T T g
[4[%[6 ][7’73‘7} a

- /1= ;'CT]H}M,

16
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dove 1 vettori

bhafa

+
N = / o, (59)

1>

+
w3l

M = / M50 dng, (60)

b
2

sono noti, rispettivamente, come sforzi normali e momenti fettenti o, complessiva-
mente, come caratteristiche di sollecitazione.

4.5 La matrice di massa del guscio sottile
La matrice di massa di un elemento, moltiplicata per il vettore delle accelerazioni nodali

P
generalizzate { Eé dell’elemento, da gli equivalenti nodali delle forze d’inerzia

agenti sull’elemento stesso.
Detta IN la matrice tale che

{i}
w=n| i} ] ®

dove i & l'accelerazione di un generico punto interno al guscio, e detta p la densita,
allora la matrice di massa M ¢ definita dalla relazione:

M = / / pNTN dn; dA. (62)

Da (6), (22) e (31) si ha

8 4
s 't a(ﬁz -
U ES Z ¢)1’U, + T3 (61 @ €q — €9 & 81 Z (T/) + ¢9> (ngj + C_? ; —a-';;u,t) =

i=1 §=5
4

8
= Z[¢i+n3(61®82—62®612 ¢ZC
=5

i=1

+13 Zaj (61 ®ey —ex ®e) Sjé;,

j=5



e quindi, posto

9¢;

8
Y, = (81®€2~62®81)Z(.¥j-§9—.c}j,
i=5 I

Zj juend O!j (31®32_62®61) Sja

e indicando con I3 la matrice identica 3 x 3, si ha

4
z'=1

{a}

- Lxany “[M

e allora
+3 [ XT+9,YT
M = f/ P . [X+773Y Z}dnSdA: (63)
AJ-L | Z
B XX 4, (XTY + YTX) +@EYTY g XTZ4n2YTZ
= g T T 2T dns dA,

che, nel caso particolare in cui p non dipenda da 7, diviene

AXTX+EYTY  EyTyz
M = f p{ Haty Rz | 4 (64)

5 L’elemento guscio spesso

L’elemento guscio spesso del codica NOSA (tipo 10) & un quadrilatero a 4 nodi con lati
retti e 6 gradi di liberta per nodo: le 3 componenti dello spostamento u della superficie
media e le 3 componenti del vettore rotazione 6, nel riferimento cartesiano globale.
L’elemento ha gli stessi pregi del guscio sottile, con 'ulteriore vantaggio di dare
un’informazione anche sulle deformazioni e sugli sforzi di taglio nello spessore del guscio.
La costruzione della base locale ortonormale & uguale a quella mostrata per il guscio
sottile e non viene qui ripetuta; inoltre saranno usate le stesse notazioni dei capitoli

precedenti.
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Il vettore spostamento «* nei punti interni del guscio & ancora dato dall’espressione
(4) o (6), pero, in questo caso, la deformata n della normale e3 non & pit necessa-
riamente normale al guscio deformato € quindi conviene considerare le componenti di
rotazione 81 = ey - 8, e 8 = ¢y - @ come variabili indipendenti.

Le funzioni di forma bilineari ¢,, gia definite nel capitolo precedente, sono usate
per interpolare sia lo spostamento della suprficie media che il vettore rotazione, quindi,

avremnio:

4
u = Z¢iui> (65)
i=1

4
0 = > b (66)
i=]

essendo u; e ¢; 1 vettori spostamento e rotazione del nodo 7.

5.1 Deformazioni

Con le stesse notazioni e ipotesi del capitolo precedente, le componenti di deformazione
nel riferimento ortonormale locale sono:

£y = _(?__(el.u*):el_au*,
I I
ezz = 0,
£1g = % (e1-u*)+ %1— (e -u")=e - gz; +eg - ggz, (67)
Eg3 == E%Z(eg-u*)-i«a—i-;(eg-u*)=63-g:;:+ez-g:;:,
£13 = %(eg-u*)+%(el-u*):63vgg:+el-g$;.

Tenendo conto di (6), si ha:
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811 froewd 81._....
£on = Egr T

& 6, of o0
£1g = 61"“-u—+62"?u+773(82'7 e —), (68)

€3 — —e1 -8,

I

€93

83"—“""82'91

€13

w= Y
n = >
w = Y
cu = Y

Analogamente al caso del guscio sottile, la componente ;5 & assunta costante su
tutto 'elemento ed uguale al suo valore centroidale. Per il calcolo delle componenti eq3
e €13 rimandiamo alla sezione successiva.

. .
ony o

5.2 Condizioni sui tagli nello spessore

Le deformazioni di taglio nello spessore sono assunte costanti lungo i lati dell’elemento
e uguali al valore nei punti medi dei lati stessi (si ricordi che in tali punti la terna locale
ortonormale ¢ uguale a quella centroidale, perché, per costruzione, il centroide ed i 4
nodi di meta lato sono su uno stesso piano).

Quindi ( fig. 6), si ha
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Figure 6: Punti per il calcolo dei tagli nello spessore.

€23 (7"2) ;

3) =
(4)

= €3

£23 (2)
€23 (1)
g13 (1)
€13 (3)

(70)

= €23 (?"4) )

€23

2) =13 (1),

613(

€13 (T4) .

)

€13 (4

Da (69) abbiamo:
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4
Eo3 (’I"Q) = Z (a%é:’é) eg s U — ¢5,i (’I"z) 6? - 91\) =

i=1
4
agbz (T‘g) c ¢ 92+93
o= € U; — €7 - y
; Oy ! 2
4
O, . . 6
€93 (T4) — Z%_(EileS < U 61 . 1 2 4, (71)
=1 72
4
a¢z (T']_) c c 61+92
ei3(r1) = —€5 " U; + €5 ,
) ;1: 3?71 3 2 2
1
0; (r3) ¢ Ua+ty
€1z (7 = ———€s -~ U; T &5 ,
13( 3) ; 57]1 3 2 9

ed inoltre si assume che le deformazioni di taglio in un qualsiasi punto r della superficie
media siano ottenute interpolando i loro valori nodali con le funzioni di forma ¢;. Si
ha allora

en(r) = Y & (r)en(i), (72)
i=1
4
ein(r) = Z ¢, (r) e (4),
che tenendo conto di (70) e di (71), divengono

€93 (1) = (g (1) + &3 (1)) €23 (r2) + (@1 (r) + @4 (r)) €23 (ra) = (73)

=3 (2 (g, 0+ 07 + 2T () + 0 S)ERT

2 (Ba () + 85 (1) €5 (B2 +05) = 5 (84 (1) + By ) 5 - (81 + 60)
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e1g (r) = (¢1( )+ (r)) €15 (1) + (&5 (r) + by () €13 (rs) = (74)
( 5?71 )+ ¢y (1)) + 8%513) (s () + ¢y (7«))) €5 U+

l\.')ll-—lﬁ

5 (1 () + 5 ()65 (024 62) & 5 (85 (1) + 64 (1) 5 (6 + 04):

oppure, ponendo

o
b= b= =3 (6,()+ 63 1)),
b= b= = (6 () + 64 (1),
o = B (5,514 0, () 4 5 04 1)+ 60 r)
do= d=5 (6 )+ 6 (),
By = di=5(65()+ 6. (7),
si ha
;
£a3(r) = ;(aies w; + bse§ - ;) (75)
g1z (r) = i(cﬂe3 u; + dieg - 8;)

5.3 Matrice di congruenza

Partendo dalle espressioni (69) e (75) & facile costruire la matrice di congruenza B, di
dimensioni 5 x 24, che esprime la relazione tra spostament] generalizzati e componenti

di deformazione, cioé:
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T
- 6,
€n g
€22 9
e1n | =B UQ (76)
€23 9:
| €13 ] Uy
Si osservi che per (69) e {75), la matrice di congruenza B pud scriversi come
B = B™ + 5B’ (77)

5.4 Matrice di rigidezza e caratteristiche di sollecitazione

Analogamente al caso del guscio sottile, la matrice di rigidezza ha la forma:

4k
K= / f "BTD B dy, dA, (78)
atos

dove B & la matrice di congruenza e D la matrice costitutiva. In questo caso D &
una matrice 5 x 5 ricavabile dalla matrice costitutiva tridimensionale imponendo la

condizione ¢33 = 0.
Inserendo (77) in (78) si ha

4+ k&
K¢ = f / ’ (BmT + 773B9T) D (Bm + ?7339) dng dA,
Ay
che, dopo semplici calcoli, diviene

Dy D B™
e _ mT RIT o
AL

dove poniamo ancora

] dA, (79)
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Dy = Dd’r]S:
-4
+4

D1 = /h 773an3,
+

D, = / n%anS.

b
2

Da notare che la matrice BY ha le ultime due righe nulle e quindi anche D; e Dy
possono essere limitate alle sottomatrici 3 x 3 che riguardano le componenti in piano.
Da cid si deduce che (79) pud essere scritta come (si indicano tra parentesi le dimensioni

delle varie matrici):

D D Bls
Ke — BmT BGT 0{5x5) 1(3x3) :l I: Bx24) dA.
{24x24) L[ {24x5) (24><3)} Dl(3><3) D2(3><3) %3)(24)

Per quanto riguarda le caratteristiche di deformazione, con un ragionamento analogo
a quello fatto nel capitolo precedente, si ha:

+
Ny =/ o1 dn,

(B

1=

Z
I
T
+
ENl g

oo A,

%
v

Np = /h Ulzd”?s:
-3
+

h = /h o9 dns, (80)
-3
+4

(o = fﬁ 013d7?31
-3
-

M, = /h 73 011 ANg,
~%
+4

My, = fh 73 022 Ang,
-3
+4

My = /h 73 012 73,
-3
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Da notare in questo caso la presenza delle forze di taglio ()1 e (J2 nello spessore
del guscio.

5.5 La matrice di massa del guscio spesso

Da (6), (65) e (66} si ha

4
= Z¢i(ui+n3(el®e2_82@61)91) =

i=1

4
= ;[@Ig n30; (€1 ® ez — ea ® e1) ] [g: ]

Ponendo &, = ¢, I3 e F, = ¢, (e; R es —ea ® &), si ha

u*:i[@i nst’]{gﬂ

i=1
e quindi la matrice di massa M sara composta da sottomatrici M,;, di dimensione

6 x 6, che legano i gradi di liberta dell’i-esimo e del j-esimo nodo dell’elemento, con la
seguente espressione:

- oT

v
M;; = f/ P [‘Pj n3F; ] dngdA = (81)
AJ-3 L nsF?

[ ‘I’;‘r ®; M3 (I);'r F;

o
alg

L WSFE ®; nngT F;

la quale, nel caso particolare in cui p non dipenda da 7, diviene:

hdT®;, 0
dA. (82)

’ A{ 0 LFIF,

5.6 Avvertenza importante

Nel sistema di riferimento ortonormale locale la rotazione attorno alla normale ez al
3
guscio non & definita. Quindi, nel caso in cui 'elemento sia piano e la sua normale

26




coincida con un asse coordinato del sistema di riferimento cartesiano globale si ha che le
matrici di rigidezza e di massa sono singolari, presentando degli zeri sulle righe e colonne
corrispondenti al grado di liberta non definito. Possiamo ovviare a tale inconveniente
ponendo una valore non nullo {per esempio il massimo dei termini diagonali) sulla
diagonale principale delle matrici in corrispondenza del grado di liberta non definito,
il che corrisponde anche ad imporre un valore nullo per tale incognita.

6 Elemento guscio per problemi di propagazione
del calore

La propagazione del calore in un solido  in regime non stazionario ¢ nell’ipotesi di
isotropia del materiale ¢ governata dall’equazione

EV - (VT)—pcT+Q =0 in (83)

dove:

T' & la temperatura,

k ¢ la conducibilita termica,

¢ & la densita,

¢ & il calore specifico,

) & il calore assorbito per unita di volume e di tempo;
con le condizioni al contorno

T =T  sudy, (84)
T
k-(z— = g —h(T—Tw) su 0%,
on
e le condizioni iniziali
T'=Ty sufl pert=0. (85)

In (84) n & la normale esterna alla frontiera 89, ¢ & la quantita di calore che
fluisce nel corpo per unita di superficie e di tempo, il fattore h (T'— Too) & noto come
termine di convezione dove A & il coefliciente di scambio termico con ’ambiente esterno
a temperatura T, in cui il corpo ¢ immerso. Inoltre la frontiera 82 & divisa nelle 2
parti 391 e 892 tali che 891 N 892 = @ e 3(21 U 892 = o2,

Indicando con # un campo scalare tale che § = 0 su 84, allora moltiplicando la
(83) per # ¢ integrando sul volume si ha infine
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/kVB-VTdV—f—/chTdV= / 9QdV+/ f(q—h(T-T))d4.  (86)
0 Q 0 Qo

L’elemento che viene qui presentato & in corso di introduzione nel codice NOSA. Si
tratta di un elemento quadrilatero a 4 nodi con funzioni di forma bilineari.

La rappresentazione geometrica dell’elemento e le notazioni sono identiche a quelle
descritte per il guscio sottile. '

I gradi di liberta nodali possono essere 2, le temperatute alla superficie superiore
(dalla parte della direzione positiva del versore normale) e inferiore, oppure 3, le tem-
perature alia superficie superiore, inferiore e media. Nel caso di 2 gradi di liberta
nodali, la temperatura entro il guscio & calcolata per interpolazione lineare, mentre
nell’altro caso é usata l'interpolazione parabolica. _

In ogni caso, la temperatuta T e la sua derivata temporale 7" in un punto p generico
entro il guscio sono approssimate da:

T (p) :quz-fu-fn = {z} - {T}, (37)

T(p):ﬁjw-%{x} {7}, (38)

dove ¢, sono le funzioni di forma bilineari definite in (8), 7; & il vettore delle temperature
al nodo ¢-esimo e v e il vettore interpolante, definito da

1
Ty
v = , (89)
L 73
2 h

nel caso di interpolazione lineare, ¢




nel caso di interpolazione parabolica.
Invece la posizione r di un generico punto sulla superficie media del guscio & appos-
simata da

4
Ty g (91)
i=1
Per quanto riguarda il gradiente della temperatura si ha
- o
Bny
VT = | & (92)
ar
[ Ong
con
T = 04,
A = ZU'T‘i: .?:1:2 (93)
an; ; on;
e
aT N,
= o T 94
o = 2 Pig (94)

i=}

quindi per VT abbiamo un’espressione del tipo

VI =B{T) (95)

ed un’espressione analoga per V4.

6.1 Le matrici di conducibilita e di capacita termica e i termini
di carico

Sostituendo (95) nel primo termine di (86} si ha per ogni elemento
%
/ kYO VTV — f / k{0)T BB (T} dndd = {6} K{T},  (96)
Vv AJ-&
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dove

%
K = / f kBTB dn,dA
al-y

& la matrice di conducibilita .
Per quanto riguarda la matrice di capacita termica, sostituendo (88) nel secondo

termine di (86), si ha

fv pefT AV = /A /_ __ pe{0)" o} {=}" {T} dnydd = {9}" C {T} (TS

dove

C = fA f_ i pe{z}{z}" dnydA

& la matrice di capacita termica .
Infine, per i termini di flusso termico, volumetrico e superficiale, e per il termine

convettivo in (86), si ha, rispettivamente

Loew=[ [ @@t e -0t e, e
@)= [ )7 @ dnaa
[ bada= [ {07 (540" (g} a4 = 10)" (@}, (%)
A A

(Qs) = / {2} {2} {q} d4,
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e infine

—/ R(T - T,,) dA = —/h{B}T {e}{z} {T - T} dA= - {6}"H{T - T..},
! g (100)

con

H=/Ah{:r:} (2T dA.

In definitiva, 'equazione di equilibrio (86), raggruppando a sinistra tutti i termini
dipendenti da T, per arbitrarieta di 8 diviene:

C{7} +K{T} + H{T} = {Qv} +{Qs} + H{Tw}. (101)

Rimandiamo all’Appendice per il calcolo esplicito dei vari termini in (101) a seconda
che sia usata l'interpolazione lineare o parabolica della temperatura entro lo spessore

del guscio.

7 Appendice

7.1 Calcolo delle funzioni di forma dei gradi di liberta ro-
tazionali nel guscio sottile

L’interpolazione del vettore rotazione & compiuta usando le fungioni di forma ¥, (€1, &0)
che dobbjamo calcolare. Si ha

w

0=> v (€1,6) bk (102)

k=5

Nei nodi di meta lato, la rotazione nodale deve essere il valor medio della rotazione
lungo il lato stesso, cioé deve valere

9
=1 [ Soilndds (=567 (103)

I; k=5

da cui si deduce che:
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1
r wk (El: 52) dl_? = 6_7'.'6' (J = 51 67 77 87 k= 5: 6: 71 81 9) (104)
7Sl

La condizione di cambiamento di curvatura costante implica che se un campo di
rotazioni variabile linearmente

8=0"+Ar

& imposto nei nodi, allora lo stesso campo di rotazioni deve essere descritto esattamente
dalle funzioni di forma, cioé deve valere

9
BO-I-A?"”—‘ZTPk (€1, €2) (92+Ark)

k=5

per ogni valore di 8° ¢ di A, e quindi si hanno le seguenti due condizioni:

9
Y e (6,6) = 1, (105)
k=5
9
Db b)re = 7 (106)
k=5

Combinando (106} con (7) si ha

9 4

D (&)= ¢ (61,6 (107)

Questa condizione pud essere soddisfatta sole se il guscio € piatto, perché i nodi da
5 a 9 sono sullo stesso piano. Nel caso di elementi non piani, dobbiamo sostituire i
nodi d’angolo di posizione r; con le loro proiezioni #; sul pianoc dei nodi di meta lato, e
quindi la (107) diviene

9 4

Zﬂ)k (€1,62) e EZ@ (€1:&2) P (108)

k=5 i=1

Tenendo presente che:
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—
—

ry = 'Z'(Arl-fz), ?“6:5(3-!-723)1
1 R 1., . 1. R . .
re = '2“(3+7“4): T8:"2’(4+T1)= T9=Z(T1+Tg+r3+r4),
la 108) implica:
4
Z (¢ (§1,€2) — 1: (€1,€2)) 74, (109)
i—1
dove
1 1
Y1 = E(ws‘i"d)s‘l‘;ﬁ[)g)a (110)
1 1
Y2 = §(¢5+¢6+§¢9):
1 1
Tz = “2‘( 6+T/)7+§¢9):
1 1
T4 T g ¢7+¢8+§¢9 .

Poiché le #; non sono arbitrarie, non possiamo concludere che in (109) le funzioni
¢; e 7, sono uguali e allora, per ragioni di semplicita scegliamo per le funzioni ¢ la
seguente forma quadratica completa:

e (€1,€5) = g + bpéy + cry + A€l + ené éy + fils- (111)

I 30 coefficienti incogniti che appaiono nelle (111) devono essere determinati impo-
nendo le condizioni (104), (105), (109) e (110).

Calcolo dei coeflicienti di 9.

Imponendo la (104) sui 4 lati si ha

1 +1
1° lato (52 = —1) 5/ (05 + 0561 — o5 + dsf? —eséy + fs) d§; = 1, (112)
-1
0 1 [~ 2
2° lato (§; = +1) 5/ (a5 + b5 + cs€y + ds + €56y + fs€3) d¢; = 0,
1
0 1+ 2
3" lato (€ = +1) 5] (as -+ bséy +cs + dsll +eséy + f5) A& = 0,
-1
0 1 [ 2
Flato (6 =-1) 5 [ (o= bt estytds—esy+ foel) dty = 0
-1
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Il calcolo degli integrali in (112) porta al seguente sistema algebrico:

1
G,5—C5-f-—d5+f5

= 1,
3
1
&5+b5+d5+§f5 = 0,
1
as +C5—|-§d5+f5 = 0,
1
a5“bs+ds+§f5 = 0,
che porta a
1 3 3 9 3
bs = 0, c5=-§, d5:_"fé_?ia’5’ fs:l_G_Zas’ (113)
e restano da determinare as ed es.
Calcolo dei coefficienti di .
In modo analogo a quanto visto prima si trova il sistema algebrico
1
aﬁ_C6+§d6+f6 = 0,
1
a6+bﬁ+dﬁ+§f6 = 1,
1
a6+cﬁ+—§d6+f6 = 0,
1
Gﬁ—bﬁ+ds+§f6 = 0,
che porta a
1 g 3 3 3
e = = — o — T e — e 4
be 5 =0, do 6 2% o 6 1% (114)

e restano da determinare ag ed eg.
Calcolo dei coefficienti di .
Si ha
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1
a7—c7+§d7+f7 = 0,

1
a7+b7+d7+§f7 = 0,
1
G7+C7+-3'd7+f7 = 1,
1
67—b7+d7+§f7 = 0,
da cui

1 3 3 9 3
br=0, =5, dr= ~Ig 1% fr= 6~ 197 (115)
e restano da determinare ay ed es.

Calcolo dei coeflicienti di .

Siha
1
as*“68+§da+fa = 0,
1
a5+bg+d3+§fg = 0,
1
a8+08+§d5+fg = 0,
1
as—bs+ds+§f8 = 1,
da cul
1 9 3 3 3
by = —5 = = — = = — 11
8 2) Cs 01 dS 16 4CLB, fS 16 4a'81 ( 6)

e restano da determinare ag ed eg.
Calcolo dei coefficienti di 1.
Si ha

1
Gg—cg"i“gdg'i'fg = 0,

1
ag+bg+d9+§f9 = 0,
1
09+C9+§d9+fg = 0,
1
a9“59+d9+§f9 = 0,
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da cul

3 3
bg=0, c=0, dy= 1% fo= 7%

e restano da determinare ag ed eqg.
Sostituendo i coefficienti trovati nell’espressione delle 1), (111), si ha

1 3
s = _"2'52 - Eg “+ if% + as (1 - 25? - §%) + 5818,

9

1
vs = 5éi sl -7 €2+as - + 68182,

3
4
32
~
3
4
3

+ 6851527

52) + e7§,&,,

1
Yy = +§§2“i%f%+ 52"‘@7(1 fg—

1
Vo = —gtit bl - =t tas (1-
Yo = 1— {5+ s+ 9 +25) =

= (1—151—152) (1—a5—as —ar—as) — (s + &g + &7 + eg) §1&5,

e per le 7, in (110) si ha

1 3 3
o= (1= &)+ 1“5?‘“‘53 + €16, &,
4 4 4
1 3 3
T2 = g (1+& = &) +aq (1 - fo - ng) + €218,
1 3 3
Y3 = Z(1+51+§2)*a1 (l—zf—zﬁg)*elﬁﬁza
1 3 3
Y4 = Z(l—§1+f2)*a2(1“1%‘ng)*ez&ﬁza
con
1
a4 = Z(as-—ae—a']-ﬁ-ag), CLQZZ(G5+(16-—CL7—GL3),
1 1
€ = 1(65"65—874-63), 62=Z(85+€5—87——63).

Tenendo conto di (8) e di (118), la condizione (109) diviene
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ay (s — 71) -+ ag (74 —52)4—2[&1 (F1 — F3) + aa (P2 — 7)) €5 +

2 (o0 (71 = )+ (o = P + 3 (P = T2+ 75— Fu) a6 +
+[e1 (73 — 1) + e (Fy ~ 72)] &6, = 0.

Per I'arbitrarietd di £, e di €5, si ha

a (1:1—?3)+G.2(f2“7:4) = 0,
e (f — g} +eg (Fo —7y) = Z(’Fl—fri-?:s—ﬂ),

e poiché 7, — 3 e Fo — 74 sono linearmente indipendenti e quindi

1 = g = 0, (121)

inoltre, ponendo x = 7y — 3, y =Tp — 4 € 2 = % (f} — 72 + 73 — 1) si ha:

e1xT + ey = 2. (122)

Moltiplicando scalarmente la (122) per z e ¥ si ha

r-rey+I-yes

yrzrxepty-yea = Y-z,

da cui risolvendo

(x-z)(y-y)——(%y)(yf); = (w-ﬂ:)(y-Z)—(af-Z)(:véy)_ (123)
(z-2)(y-y)—{z-y) (z-2)(y-y)—(z-y)

Da (120}, tenendo conto di (121), si ha

(AR

a5——a5~a7+ag = O,
a5+a6—a7—ag = 0,

e quindi
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as = a7; Qg = 0Os, (124)

¢ inoltre, sempre da (120):

es —eg —er+ey = deq,
es+eg~er—eg = dey,
da cui
er=es—2(e; +es); es=¢es+2(e; —ez). (125)

Le 4 incognite rimanenti as, ag, €5, €g, sono scelte in base a considerazioni di

simmetria.
Il termine 1— 3£% — 2¢7 in (118) & simmetrico rispetto al centroide quindi poniamo

ag =1, cioé a5 =ag =ay =ag =0. (126)

Invece il termine £, e invece asimmetrico e quindi poniamo

eg =0, cioé es +e5+er+eg=0,

da cui possiamo pensare che valga

€r = —€5 € eg = —Eg,

le quali, sostituite in (125), danno

€5 = €1 + €3, €g = €2 — €1. (127)

Riassumendo, le funzioni v, hanno le seguenti espressioni:

PulEn &) = —3E— ol Tl skt
Yolbnle) = s+ et~ 8+ eatiby
WnlEnks) = 3t b+ - bl (128)
UslEnle) = ~36 bl — el etiby,

3
Volbnbe) = +1- 38— 38
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7.2 Matrici del guscio termico
7.2.1 Matrice di conducibilita
Da (96) il termine di conducibilita é:

f EVO.-VTAV = {0y K{T}. (129)
v
E , tenendo presente (92), (93) e (94), possiamo scrivere

a8 8T a0 oT o6 6’T
V§.- VI = - + 130
5771 on,  OnyOn,  Ong 67?3 (130)

() (o n)
+( 3n2v 92)( 5;?;@ T)-i—
o) (Beom %)

4 4

= 3" S 6'BIB,T; = {6} B'B{T}

i=1 j=1

con |

0
B, = 3**’1 T 131
T 5\772?) ' ( )
i

¢ dny

E quindi

(KT} = /ﬂ V6. VT AV = {0}T /A f_ kaTBdns dA{TY.  (132)

La matrice di conducibilita & composta di sottomatrici (di dimensione 2x2 0 3 x 3)

che legano i valori di temperatura dell’i-esimo e del j-esimo nodo dell’elemento.
Si ha
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+h
K, = /A/:k,‘BEBjd%dA: (133)
)

+% O, Od; O, O, ov Ov
— k __1__3+__*_,_3)U®U+¢~i¢.—®—-— dny dA.
/A /—% [(87?1 Ony  Ony Ony T0ny  Ony s

Nel caso particolare che k& non dipenda da 7, lintegrazione nello spessore pud
essere effettuata analiticamente, distinguendo tra i due casi di interpolazione lineare e

parabolica. Si ha

1 interpolazione lineare

/+%<3v®3v>d IR
2 \By Omy) TR 2141

quindi

h (0¢,00;, 0,06\ | 2 1 1
KII/k _( i J+ 'r. J) + = R
" (6 Gr o T omom) |1 2| RO

2 interpolazione parabolica

+1 -1

)dA (134)
~1 +1

; 4 -1 2
+5
dn.=— 1| -1 4 2
/_% (v®@wv)dng 30
2 2 16
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-8 —8 16
aguindi
4 -1 2
ho(06,00, 04,00,
ngfk—(—i Iy -1 4 2 1dA+
7 a 30 \On; Oy Ony Ony
2 2 16
7 1 -8
1
-8 -8 16

7.2.2 Matrice di capacita termica

Il termine di capacitd termica in (86) é:

/ pcbT AV = {0} C {T} ,

e da (87) e (88) abbiamo

4 4
0T = (Zqﬁiv-ﬁi) (Zq;jv'i}) =
i=1 F=1

4 4

4 4
= DD bt (we)ly=3 > 0 (zi®z;)T; =
i==]1 j:l g==] j:]_

= {6)" (e} @ {e}) {T'};

con
Z; = @,’iva

e quindi, da (136)
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(135)

(136)

(137)



oy clt} = @ ( /A /_ +" pe{a)} {z}T dn, dA) {7}, (138)

Anche la maftrice di capacitd termica & composta da sottomatrici (di dimensione
2 x 2 03 x 3} della forma '

+% +4
C;; = /A/h pc{z} {;L'j}T dny dA = /A/h pegipu @ vdng dA,
-3 -3

ed, ancora, se la densita p e il calore specifico ¢, non dipendono da 75, 'integrazione nello

spessore pud essere compiuta analiticamente, distinguendo i due casi di interpolazione.
Si ha

1. interpolazione lineare:

e quindi:
C L 2 dA
i} f Epcgbiqbg 1 2 )
2. interpolazione parabolica
4 -1 2
+% h
/“% (v®v)dn3=% -1 4 2
2 2 16
e quindi
4 -1 2
f dA
Cy = . sgPcdid; | -1 4 2 :
2 2 16

In modo perfettamente analogo, possono esser calcolati i termini di flusso termico,
volumetrico e superficiale, e il termine convettivo.
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