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Riassunto.

mot

un

In un loro lavoro Brezis e Stampacchia ([1') hanno dimostrato che il
0 stazionario e irrotazionale di un fluido incomprimibile attorno ad

profilo alare si puod ricondurre allo studio nel piano odografo della

soluzione di una disequazione variazionale.

var

o

Questo lavoro ¢ dedicato allo studio numerico di tale disequazione

lazionale col metodo degli elementi finiti. Particolare attenzione

rivolta alla valutazione dell'errore che si commetlte nell'approssimare

disequazione variazionale con un'altra la cul soluzione ¢ definita
un dominio limitato; alla maggiorazione dell'errore di discrebizzazio-
, ¢ al delicato problema di riportare la soluzione dal piano odografo

Ry

piano fisico.

Abstract.

are

In this paper we study the variational inequality which describes
steady flow of an incompressible fluid past a given profile from
numerical point of wiew .

Use is made of the finite element thecnique and some error sstimotes

given .




1. Impostazione del problema.

In questo paragrafo si descrive il problema fisico e la sua impostazione
analitica. 81 riassumono inoltre i risultati ottenuti da Brezis e Stampacchie
([17), che verranno utilizzati nel segulto.

Sia @ un profilo strettamente convesso e simmetrico rispetto alllasse x,
immerso in un fluido incomprimibile. Vogliamo studiare il moto irrotazionale
e stazionario attorno al profilo & , supponendo che la velocita gz(ql?qg)
all'infinito abbia un valore uniforme q_,e sia diretta come ~1llasse x.

Sfruttando la simmetria delltostacolo 11 problema pud allora essere

oy . .
studiato nel dominic G =(IR“-%® )n {v=20}. Introducendo la trasformazione:
T

W(z) = -1 TE V(2 = ~hvg V(=) i 1g | V(=) |

. R : 4 - s -
dove z = X +1 ¥ & G+ , con z £ A e z # B punti,rispettivamente, di impatto
s

N

e di fuga ( Tig. 1) , e con V(z) = q1<Xay> -1 qa(x,y) , le variabili fisi-

ey

s

Fig. 1a - Piano fisico o i

Fig. 1b - Piano odografo

. - PO . . .
84 dimostra in [11 che tale trasformazione odogralia e biunivoca, e che

la variabile @ coincide, sul profilo, con l'angolo formato dallagtanggngié
in un genericoe punto I%;B@L‘, con 1ltasse x ; mentre o = — 1g( ql + qg) T
Ta coordinata © wvaria nell®intervallo (9 g, HA) , dove 9B e &, sono
rispetbbivenente 1'angolo di fuga e l'angolo di impatto. Sotto le opportune
ipof@si di regolaritd ,2% < CQ?N', il profilo/8§9+ pud essere paramnetriz-

P o= (X
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il raggio algebrico di curvatura R(e ) & allora individuato das

(131) R(9) = - ((X'(e 07 +(¥1( 6 )3 /2
introduciamo le seguenti notazioni :

e

= Y(0) , altezza del profilo

Too = =1 lg a
=wG®,) = {9 +i 1(e s 0<oy 3 (8 ) = =1g | V(X(e ) +1 ¥(e )|} , ;
dove 1(9 Ve ols e lim 1(6 ) = +0o = lim 1(e& ) :
@:{6«10* to>1(e ); 96(959 91&>;9}{O}U{i€ toe (1(0), 000 )] :
.sz:={<:91y BAJ % (m,+00) } con m < m%m 1{e) .

Poiche il problema fisico & perfetbamente individuato dalla funzione di
corrente Qr(x,y) , Inbtroduciamo una funzione,ad essa legata
grafo :

nel pilano odo-

Vefinizione 13l ~ rer ogni g +ioced definiamo :

T (e,0) = ¢ (2)

dove z & 1l'unico punto in G, tale che Wiz) = @ +1 o

Ta {F<E>9O') & non negativa, armonica in D , nulla su © - , inoltre
wﬂ;e:Co(ﬁi ) tranne che nel punto (0, g3, ) dove & singolare.

Introduciamo allora,im fuclogiz a L 3] , la funzione :

(1.2) (e, &) = é"UJ[ #;(a s) ds .

1(e)

- R - > TN YT e X - il @
in (1] vengono dimostrate le seguentl proprieta di U(® , o) e

(1.3) Uu20 in

~— EaN-4 .
(1.4) AU =-¢e""R(e), UeC™ in @

it

it

I
o
-
i
N5

(1.5) Uq

1.6) Uy e““)f %, (@ ,s) ds in

it




(1.7 U =1U =0 = 0 su [°

(1.8) U(0,0) =H &~ 7 o > o

Bstesa U a . ponendo U =0 sun-% si ha il teorema seguente :

°

Teorema 1.1 -~ Sia dato l'insieme convesso:

X ={ V(e,o)eH(n) : Vx 0inn; v(0,0) =T e o >0u]

allora si ha che U & soluzione del problema :

-

(JUuecx

(1.9)1 a(U,7-1) = [ grad U- grad(V-U) de do > [R(8) e”°(V-U) do do
L xn
V Ve K

o,eguivalentemnente, del problema

°
®

(1.20) uin | [(grad U)® - 2 R(8) e % u] de do
K Su

Enunciamo infine alcuni lemmi di notevole utilitad nel sezuito =

- . . 3 k) o B
Lemma 1.1 - e o T+w allora si ha che e” u(e ,o )1 w(e ) dove :

< < - <
(1.11) w(e) = { CKA“ X(e )) sine + Y( e ) cose 6>0
(XB— x{(©)) sine + Y(®8 Y cosb <y
(x, e 3

A “5 sono le ascisse dei punti A e 5). In particolare sono verificate

. — O
u(e ,o) < He su P .
Lemma 1.2 - Esiste una costante reale k tale che per ogni (@ ,0 )b conov>

S ona

~ -2 O
q;(@?g\é < e .
Tenma 1.3 - Sia z=x +1 ye G e w(z) = © +iceP allora si ha:

1.14) Ule,o) m'ﬁ{asaﬁ + e"o_(x sine -y cos® )~(X(e)sine - (e)cose )

i



2. Problema in un dominio limitato.

Introduciamo la famiglia [} = [(95,9,) = (m,T)} ,con T) gp+1, forma
ta dal troncementi del dominio § alle varie altezze T, e la corrispondente
famiglia di convessi :

(2.1) Kg :Ufe}zl(n,f) : V> 03 V(0,09 = H e “geo < T; V(O,T) = w(o) e ;
V = 0 su [(GB,BA) X {m§]uﬁ885 x (m,T)] v [{QA} x (m,T)] §

%

(dove w(@) > definita da  (1.11) ) .
Bsiste allora una famiglia di distribuzi ud»{'U &€ K } tale che , per
ogni T, U; ¢ la soluzione della disequazione var1a21oqale :
m m
40 e 5
m I m !
(2.2) { ag(U2,7-U0) = [ grea UL . graa(v-ul) o acs/ R(&) &~ V-UL) ap ac

Y Sur
\f V& Kg T ‘ T

3

In [1) si dimostra che per ogni T ,U; & una soprascluzione per U in-

Q i @

no
h

Lenma 2.1 ~ Bsiste una cosbtante L i1ndipendente da T tale che :
o 3 T

(2.3) hos W,
TR

Dinostrazione.

L

Per ogni S, si ha per la simmetria della forma bilineare aT(og.) che
|
% ¢ la soluzione del problema di minimoc :

(2.4) min { JCl (grad V)2 - 2 R(e) ey de.dO'}

m
T/‘ L

r\?
]

. . 1
Introduciamo allora la funzione positima FE& dO(SL) :

o

{F = w(e) e T > e
] -0 O - M
o= ‘Jf(@) e m m éO‘L Coo
; F ristrett & o di . poichd R(6)<(
rer ogni T, I ristretta a JQ.T appartiene a IL; quindi,poiche R

segue da (2.4) che :




la?) U = U

i
=
il

o)

6 su [’

(1.8) U(0,0) =H e & o > o

Dstesa U a .o ponendo U =0 sun-% si ha il teorena seguente :

- S

Teorema 1.1 -~ Sia dato 1l'insieme convesso:

K ={ V(o ,0)eH () : Vx> 0inS; v(0,0) =8 7 &>0u]

allora si ha che U & soluzione del problema
JUe K

(1.9)41 a(U,v=U) = f grad U. grad(V-U) de do ij:{( ) e (V-U) de do
o

)
VVe K
o,equivalentemente, del problema :
. , 2 -0
(L.1u) min f[(ggraa U = 2 R(e ) e U] de do .

K S

Inunciamo infine alcuni lemmi di notevole utilitd nel seguito :

Lemma 1.1 - e o T+ allora si ha che e u(e ,o) T w(e ) dove :
(1.11) w(e) = { (%,- X(B)) sine + Y(e ) cose 6> 0
[ S L ‘\ bt EaY

(XB—- x(e)) singe + Y(8 Y cosé XAy

K, & X, . . . iy . R
( A 5 sono le ascisse dei punti A e b). In particelare sono verificate

le relazioni
(1.12) w(e )< =n
(1.13) (e ,o)< He™° su D .

ey

Lemma 1.2 — Esiste una costante reale k tale che per ogni (8 ,0 Ve con o>

si ha :
o~ ,....:)
W(@,O‘)é k e =9 .

Temma 1.5 - Sia z=x +1 ye G, e w(z) = © +iceP allora si ha:
) v — O . . .
(1.24) U(e,o) =Y(e,0) + e (x sin® -y cos® )-(X(e)sine - (e)cose )

-




il che implica la tesi . -

Dimocstriamo ora il seguente teorenma :

Teorema 2.1 - Hsiste una costante ® reale, indipendente da ' +tale che

@

. T ~3T/2 -1 _-T/2
2.5) (R -Ul, @DV Y2
H (SLT)
Dimostrazione .
Fissiamo un numero "b" positivo in modo tale che O =:51T+b - Sl

abbia misura unitaria .
Indicheremo , per semplicita , nel seguito con U
- . T+
problema (2.2), relativo al convesso X

la soluzione del

L .
Definiamo allora le seguenti funzwonw R
~ Yz su Sl
U, =
2 - -
w(0) e su Lo SLE%b
U su ’Q‘T
U + 0;(@76> sSu S
dove :
- ) o
(2.6) glo,0) = (w(e) ¢ - U(8,0)) —= .
In primo luogo dalla definizione del convesso K , si ha che U, e K.
Daltronde sl ha che U & YT+b , poiche, per la regolarita fin sul bordo delle
< .
funzioni w(e) e U(S,G) , (entrambe als Y ristrette ai domini 8'0 (o> C}
e S"F\[@<~O} , la funzione positiva g(e,0) & prolungabile in gt (-SL,q b) a

valore nullo su tutto L, -

Congideriamo ora :

(2.7) &, b(UéﬁmU?) > "_[7. R(e) ¢~ 7 (U - U,) de do

s TR

~ o /w*,\: ») -0 R 19 do
(2.8) a(u,b, - V2 [iz&e) "% (U, - 1) a8 a

.Jt
&i
\/

i & colarita dell erivate pr
Sommando e integrando per parti (per la regolarita d 1le 4

.



sfruttando la (1.1), le (1.3)-(1.8) e il Lemma 1.2 , si ha , ponendo
s = max (-x(8))

: -5 (T+Db ~2(T+b ~T
aT+b(U2~U,U2-U)§ H(@A—QB){ k e 5(T+b) + s e o T >} fﬂv dp de+
+ [T, el .
2Ny el g :
Ricordando che g« H e % suw , i ha per la coercivitd e il Lemma 2.1:
o . ~3T ~2T ,
(2.9) jU, - Ul = < et e s sl
Ht Qﬂ. b) - H=(3)

con Q19@9,%5 costanti indipendenti da i .
. o 1 . R < - .
Dimostriamo ora che la norma H™ della fhnzione g @& infinitesinma:

dalla formula (2.6) e dalle proprietd (1.%3)-(1.8) si deduce l'esistenza

delle costanti,indipendenti da T , B, e D, , tali che :
) L - - 1
(2,10) lgl £< Dl( et 4 dT) + Dy e L(‘/ (grad U)2d9 dO)*/2+
? _SL“.SLT
/ (zrad U)® 48 do i
——YZ—' “&;li

Introducendo la funzions regolare § (o) = §O<O'“ﬁ> dove %O<g>
nita da :

5 (o)
§O(0>

6]
o
[0
iy
$ud

t

]
&

o 2 T+1

o <7

i
ot

]

Per mezzo di una integrazione per parti e sfruttando le (1.3)-(1.8) ,

sl ha :
[ (graa v)° F, dedo £ 3 / v? g lasdos S v ap
Do -2, DR -5) , Pic=T

Passando 2l limite per n—>bo ,si ha, ver la regolaritd dai § _ :
(2.11) (zrad U)° dedo < & 726 0 ) F " 1] s ™70 4kH(D
Sy - g_gfau. = 2 L1 }& B ?O v L
D ~S)

allora dalla (2.9) e da (2.10) , (2.11) segue la tesi.




5. Approssimazione con gli elementi finiti

@

Nel paragrafo vprecedente si & dimostrato che la soluzione U pud essere
approssimata sul dominio T dalla soluzione

azionale (2.2) .

U , della disequazione vari-

A . . . . .
Tale D2 ¢ soluzione di un problema di frontiera libera _ e quin-—
di mnell'insiene :

- T
T={%: Us(&)>0}csy,
soddisfa , in particolare , le relaziong :
m
T ) N
- A U, = @& in &

Lﬂ.

5 = J su 28 a2,

con G(6,0) e d(@ o) opporbune funzioni We~aue al dati del problema (2.2)

Poicheé Ué > U , la frontiera libera di HE deve essere a distanza stret-

tamente positiva deal punto di singolaritad (0,04 ) ¢ possiamo gquindi applice-
m i .. . -
re a UL alcuni sultati classici ([£71,£9] ) che c¢ci assicurano che :
o
m ’
ik ( 2 .
Us & H‘j/‘> "l UM L L/2 :
ol
. .
L'ordine di regolarita della U consiglia di procedere all'approssima—
[48

zione con una tecnlica a gli elementi finiti di Tipo lineare.

Sia r¢{fz;ﬂ} 1S 0 una famiglia di triangolazioni per SL p ¢ Der ogni

triangolazione G n € per ognl th}52§h siano:

p (th) = diamebro di th

e t%) = diametro del cerchio inscritto in th

| h) = max ta(t
supponiamo inoltre, che esistano delle costanti ¢, e Co positive e in-
dipendenti da 'G , tall che:

p ()< Cli&<t ) e lP(th>I > Cg( h | o

Alle funzioni apparten

g viene imposto su SSQT un

O

o
cuito cuesto verra denotato globalmente con

.  Introduciamo allora

EXY

Hh
PN

<
i
Q
S

~&-



P

Dimostrazione.,

h
e ={v : v, > in SL. = %
n n ot p€Vp 3 20 dn Seq g vy Tt
. iciel
il

dove (POL) )1 ¢ l'insieme di tutti i polinomi in due variabili di grado
‘minore o eguale a 1 , e fl ¢ l'interpolata lineare di f (ricordiamo
che £ & non nulla sui oegnonti (eb,?A) X{TY e 101x(%%,T): su di essi fI
coincide con le interpolate lineari, rispettivamente,di W(@}@“T , He™9),

L1 problema discretizzato & allora il seguente:

B Uy & Kh

. . -
(%3.1) aw(uh,vhwuh)zj!r R(8)e (Vhwuh) de do
"L!

\/vheé Kh

Tale disequazione variazionale ammette unz euna sola soluzion

e
Dimostriamo ora,con tecniche analoghe a quelle usate in 41161 i1

seguente Tteoremas

Teorema 5.1 - Fer ogni h , U<h<1l , esiste una costante I ,indipen-~
dente da h , tale che:

(3.2) W0, - ull < u nll/2)-¢€ (0< € <1/2)
. B (9 )

. 2
in L (51T) e cond*, >
scddisfano 1le :

Indichiamo con (-,-) il prodotto scalar
la duelitd in (H (L)) . Allora wuw, e Us

PCFEJCD

m
a, (Uz ».V) < (R(©)e™7,Us=V) Yve 1::
am(uh’ h> < (u(e)b Uh—vh) V/vhéjﬁh

. T
sommando le due disequazionl e sottraendo a ambo 1 membri (aT(Ugguh)+
m .
Y - :
2,0y, U3) ) si ha

;T Ty ~VA +
a, (U=, U=, ) € (R(e)eT™ 7 U5-vam —v; oa, (U, Up=T vy = )s




) come il funzionale associato alla

endo le vronrietz di continuiti e

m

‘ N U ~V+u, —v, |
u(—l/z)-—f(_Q_ y o2 "n"n {ha‘;/z) -e~e<ﬂ

£ i m

)

i
&)
Ty
:i
D
%.J
@)
o’
P
1
o
[
S
[
i.J
by
J
2

sl puo concludere che :

¢ L. -
(3.3, 1l ¢ Gy

si ha , daf2] e[8],ponendo

della trinangolanmione agapume

b5 PR BUE. SN . - . e el 2 . Er ol s oy e -
HOTULINNO Ccne [ onorvlene al convesoo Ag 1 QUINTo non assi-
1) . d

me su butho 28 i1 valore £(6,0) richiesto ,

Denotiamo ollorn con I N = lyaoeegl s 1 triangoli che hanno

4y T oy e oy ER AT Y o oy e T b I4 . J T, B L, !
un Ioto o comtenuto melln frontiera di S { la trisngoleziocne pud essere
f & <
eV o Cﬂir“-‘ oy ey "‘{' e e ey oy & v o s ™ L\' - un T oy 0 STV AT e oM '1 =
WRELA sl e A T A L T D e LN (R UL N AR U S Lo GO UL LORD R SR WA
N I T . N . IR UL SN ST T vy A o ey - A~ .
TIOITLA T ) ¢ S chLagen o, risolviane allora 11 sesuvente mroblonos
N ey Sk o
SN gL

1
[
P

f




h,n h,n

(3.5) z, _ =uvu, ~T su @ T n 925
n,n ¥ h,r T
Z = su T
n,n = 0 R N A

Allors le funzione V definits do =

T = u, -z su b
ﬂ\.:.. n,n h,n
w L,
(3.5) n,n
o~
Vo= U altrimenti

amo allore ls norms

[%3

<§
LM
C..v
d

Indichieno,ora, con U il trisngolo éi vertici ((0,0):;(1,0):(0,1
con il diszmetro Ai 1 e con br(z, ) la treccisz di =z, .
h,n T a,m hyn
Mag~iorismo lg normﬁlﬁzh ﬂ” 4 con la norma della traccla, velutando,

odu B - e T
per omotetia su T , le cosbtanti ¢

dove C_,C

Q
0
@]
]
o]
]
O
)]
C.L.
3
o
3
)r"'
=
[}
[}
e}
®
0w
ol
D
3
et

o T ? I SRR ] bu
W -t 17, L0, n »Cq o costonte indipendsnte ds h
S ET(on, ~
i
cuindl si hn oo
\ 3//A
(3.8 {\'J«}_'—-~‘~z\\,E £ Cll h="~ ’Cll costonte indinendente da b




Nella dimostrazione precedentemente data si sfrubtta pesantemante

la regolaritd del dato al bordo f(9,v) : cosil facendo , si ottiene

0
con facilita la magglorazione dell'errore cercata. D'altra parte ,
data la scarsa regolaritd della soluzione Ug s, Se si utilizzano
tecniche di approssimazione con elementi finiti di tipo lineare , si

presume che non si pessa ottenere una maggiorazione migliore.

—-] 2




EERET

odografa. In questo paragrafo si propongono due btecniche di inversione :

8a , la seconda ricavata dal Lemma 1.3

1y

« Ritorno nel piano fisico .

I1 probvkema della lettura el piand’ fisicod dei disultati ottenuti, compc

ta la necessita di costruire numericamente 1'inversa delia trasformazione

@

la prima basata sulle formule analibiche che danno la trasformazione inver-
Negli esperimenti numerici condotti si & preferito l'utilizzo della prine
tecnice per ragioni di semplicita.
Nella definizione della trasformazione odografa data nel paragrafo 1 , &
cata introdotta la funzione olomorfa V(z) : tale funzione ammette in
IR P la primitiva & (z) ([11)

51 ha allora, dalla definizione di W(z) ,trasformazione odografa:

w—{ O 47
(1) L& L y(p) = (10

Da qui si ricava immediatamente:

(4.2) dz = e o+Lo ( 8¢ %—%3 ae )

do +

Dal”o pmorietd differenziali di Pe da (4.1) s

3¢  T. T T s
5‘“}“ 1‘1’;!—1 YO" = <UO'9 - U@? -+ (UO.O,.w Ug >

(!.L :)) @@ —~ —~ ] - . . M
v ~§3m.$é = =(Ugg = Ug) +3 (U, ~ Ug)

[N

I}

it

Infine sostituendo in (4.2) le (4.3) e sfruttando la (1.4) si ottiene:

(4.4 dz = (cos @ +i sine ) gww{ eC’(Ue‘+i Ucr)}do +(cosé +i sine JR{(®) 46

e eo‘.d {(COSQ UQ ~ s5in® UO"> +1. (Sine‘ug’%’ COSQUO->} ae

Integrando la §4.4) lungo le linee su cul © &

costante ,e prendendo com
primo estremo di integrazione il punbto di intersezione tra © = cost. e I
si hanno le due formule ¢
- o - .
x ~ X(8) = e  (cos®p Ug - sin®ug)
v - Y(8) = e (cose Uy + nelUg)
Ugni linea di 1¢vello,#fu guale a costante & la trasformata della corri-
] I A R - -«,.: LI o
gspondente linea di corrente %‘(z uguale a costante; tale linea di livello

puo inoltre essere parametrizzata in € :

~-13-



(4:5) o =0(e)

Fer ogni © fissato si individua wun ¢ sulla curva (4.5) ; & e & determia
nano a loro volta per la biunivocitd di ¥(z) , la direzione e il modulo
della velocita nel punto (,¥) . Dal Lemma 1.3 e da ( 1.14) si pud rice-
vare che (6,8) ¢ (%,¥) sono legati dalla relazione :

(4.6)  §F =X 656 + (U(F,0) e T cosB) + Y(B) - x(B) t6

La retta nel plano fisico individuata dzlls (4.6) fissando © s © pas-
serd per 1l punto (X%,¥) : inoltre la sua direzione co
la velocitd in (X,¥7) .

.

ne coincide con quella del-
Si pud allora dedurre che tale retta & tangente nel punto (§,§) alla
linea di corrente corrisvondente alla curva 4,5) . Tale linea di cor-

rente pud allora essere ricostruita cecme inviluppo della famiglia di rette

ricavata da 4,68Y)
4.7) oy o= obp(e) + c(8,0(8) ) .
Numericamente questo suggerisce , una volta trovata la soluzione appros-—
mata , di riporbtara un certo numero delle rette (4.7) nel plano fi

i s
tenendo cosl una apvrossimazione lineare dalla: linea di corrente ¢
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5. Bsperimenti numerici .

Il problema discretizzato (3.1) & equivalente al problema di minimo:

(5.1) min{ j' (grad‘uh)z - 2 R(O) e a9 do ]
K, . :
a sua volta esprimibile come :
(5.2) min{ ( f [(Nrad uy )2~ 2 R(&) emo_uh] d9<10')}
K, =~ 5,66, Qt
h h
Juesta seconda formuls & stata ricondotta a un problema di programmazione

guadratica, specificando le espres

i nodalil della soluzione.

sgsioni delle Uy in funzione dei valo-

Tale problema di programmazione guadratica & stato risolto facendo

ricorso a una btecnica di ultrarilassamento esposta in 5]

Rivortiamo infine alcuni esperimenti numerici esegulti nel ce

cul ltostacolo sia costituito da

e la velocitd g del fluido sia

~

Mella Fig. 2 & riportata la

<

. _ - N 5 T R
nella 1Mz, % alcune curve di livello della U2 , nella Fig.

o~
soluzione ¥ sul dominio troncato, nella

o~
vello della Y, nel caso in cuil
Hella

g, 6 , infine, sONO

F

obtenute nel caso che l'ostacolo

sulla figura indicano alcuni deil

soluzione

lt'ostacolo

sua volte unitaria .

asc in
un arco di cerchio 41 raggio unitario,
T . - IS TEs])
U, del problema (2.2),

=~
{..J
®

L6

fig. 5 alcune curve di li-
sia una semicircoferenza. i

riportate delle linee di livello
sia un arco di cerchio : 1 punti .

caleclatbi
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