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Yntrod uzione

na importante classe di algoritmi.per trovare il minimo 4%
funzioni non vincolate e' costituita dai metodi quasi FWewton,
chiamati cosi® perche' utilizzano lo schema del metodo di "Wewton
modificato™ sostituendo ad ogni passo 1'inversa della matrice
hessiana con una certa matrice costruita in modo iterativo.

n 2
Pel sequito indicheremo con £ : ® ~--> R , £f &8 C 1la funzione
- I3 - e - el n “ @
4i cvi si cerca il minimoe g : R ~-=> R il gradiente dAi f.
Lo schema iterativo comune a tutti i metodi e' il sequente:
n .
fissati inizialmente ¥ 8 R e " matrice nxn , si calcoala

O o]

. =x_ -4 1 _g_
i+ 1 5 1%

dove q =q({x.),4_ € R e il passo calcolato secondo un criterio
i i i

fissato ¢ la matrice 7 ;s posto s =X -x e y.=q -gq
y - e - - Py g Py e [
i+ i i+l i i "is1 1
viene costruita in modo che sia verificata ia sequente

condi zinpe, detta "equazione quasi Newton"s:

" yv.5s_,
i+1T i i

o qulla piu® generale <
Hi+1yi_ P.s. gie R.
tsserviamo che, nel caso in cui l1a funzione £ sia quadratica con
ma trice della forma quadratica G, l'equazione quasi Wewton e?
verificata a1 ogni passo dall'inversa di G. Queste condizioni
non deternminano in modo univoco la matrice W, : generalmente U0
viene calconlata con una formula di aggiornamento del tipo:
T T ' T
g =0 +ab +ab + .....%2a b
i+ i 11 22 rr
dove i vettori a,,..,a,,% ,--,h, sono funzione di s;, v, ,A; ;e di
eventualil parametri. Nel sequito saranno detti di rango t queil
metodi in cui W, si calcola con questa formula di aggiornamento
e r=t,
Per la determinazione del passo esistono vari criteri: un
primo criterio e!? guello della ticerca del minimo

unidimensisnale

.
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(n.1 & _=min f(x -df_ g ), & R .
i i i‘i

Spesso approssimare nel miglior modo possibile il passo esatto e?
troppo costoso: si  vicorre quindi a critevri di ricerca inesatta
che garantiscano una soddisfacente decrescita della funzione £,
{23, T71 ¢ infine, in alcuni casi, una terza scelta possibile e?
gquella 11 porre =1 per ogni i,

Per quanto rigunarda la convergenza esistono risultati
specifici relativi alla scelta del passo e della formula di
aggiornamento di H iRy, 123% 1213 [22), [237; in qgenerale
comungue, se la matrice H e' definita positiva, i vari metodi
sonn di discesa e, sotto opportune ipotesi sulla determinazione
del passn e sulla funzione £, teoremi generali - garantiscono la
convergenza lineare [7 ). Un'altra proprieta® comune a molti
{quasi tutti) metodi di tipo <quasi Newton e' la terminazione
quadratica; cioe' questi metodi determinano la snluzione in un
numero fipito 4i passi se applicati ad una funzione quadratica.
T3 le proprieta? e?! interessante anche per lo studioc della
velocita' Adi converqgenza dei metoli applicati a funzioni non
quadratiche [ 223, [ 737,

Piassumendo, nellvapplicazione di un metodo quasi Newton i
tre punti fondamentali sono: la scelta del puntn iniziale, 1la
scelta del passo e 1la scelta della direzione, che dirende dal
modo di aggiornare la matrice 7; .¥oi non ci occuperemo dei primi
due aspetti, ma solo del terzospertanto nel sequito i1 passo
corrisponi=2ra® al minimo unidimensionale (0.7).

Tntrodnrremn la sequente relazione di equivalenza tra duoe
metodi quasi Wewton: considereremon "teoricamente™ equivalenti
due metodi se, pur essendo diversi dal pnnto di vista
dellalgoritmo, qpnpréna le stesse direzioni.Tndagare gqnali tra 1
metodi quasi Newton, noti in letteratura, determinano la stessa
direzione risulta interessante perche?! 1 aetodi tca 1loro
equivalenti godono delle stesse proprieta?® teoriche
{convergenza, terminazione quadratica ,ecc...) Inoltre gquesto tipo
4i indagine prepara il terveno ad una seconda fase di ricerca che
non e' stata dui af frontata : la determinazione, nell’awbito di
una classe 41 equivalenza, del metodo piu' efficiente dal punto
di vista dalla complessita® compntazionale e della stabilita'.

Fel primo capit&lo descriveremo, enunciandone le proprietar?,
le pian® importanti famiglie di metodl gquasi Wewton :pio®
precisamente ci occuperemo della famiglia di Broyden,di quella 4i




...3..
Huang a cinque parametri, del métodi di Oren e Luenberger e di
quelli 4i Greenstadt.
el secondo capitolo studieremo 1'equivalenza teorica deil
me todi presi 1in esame,raccogliendo i risultati noti in
le tteratura {43, (57 [20] e stabilendo un nuovo risultato che
mette in relazione 1 metodi di Greenstadt con quelli 4i RBroyden e

con Ia famiglia AL “uang simmetrica.




Cap.1 Descrizione dei metodi.
7.1 Hetoli di Broyden

ta famiglia di rango 2 4i Broyden [ 1] e' costruita secondo

i1l sequente schenas

osto H =H +P
P ie1 1 1"
affinche' sia verificata lfequazione quasi Newton deve essere
By .=s_-Hy_ 3
i1 1 114

3

m -
si sceglie allora R =s q -A y.z. , dove qi e zi verificano

-

i i1 131 1

T T 1
= =
943Y57% 7
In [ 1] vengono proposte le sequenti due scelte di g e z:
o T T T - T T
{1.1) g. =z = [y HY - s.7.)} (v, H - s} s
i i iii i'i i i i
T o T T
{(1.2a) a=¥.s, -~ O v.H / S Y,
i i i i1 1 i1
m ™ ™ m
(1.2h) z=&8 y " +&s /s v , love
T TOLOL. 1 1 L 1
T T T ?
(1.2c) ¥.=(s.vy.+ Oy By /(s v.)
i i1 itiiti 171
T
(1.2d) §.=(1-T)) /y 1 v, H
3 i ii i

la prima scelta conduce ad un metodo di ‘rango 1 che ha grossi
svantaqgi in gquanto il denominatore che compare nella ({7.1) puo?
annullarsi ed il metodo stesso risultare non definito: la seconda
fa dipendere q: e z;da un parametro e conduce alla famiglia
ben nota in letteratura 41 tango 2,la cul  formula di

aggiornamento di H et®:

T T
s 5 1 H
] Lt iTi'y T gyt .
FH ¥ e o e e + v v Aove
is1 10 T T (7 0709077 v
s
T T
5 H
i 74
ﬁ‘? .,,3) VT mmme m e
i T TH
s.y. VY.H7¥.
i ?1 iyl

Da questa formula per O.=0 si ottiene i1 metodo d4i Dnavidon
Pletcher Povell {(DPP) che cronologicamente e® il primo metodo &%
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tipo quasi Wewton proposto [37, {67 TUWn altro metodo ottenuto
indipepdentemente da vari autori e!' quello corrispondente a @=1
detto metodo BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) che
sper imentalmente  mostra huone proprieta? nel caso af
determinazione del passo con tecniche di ricerca inesatta; 1la
formula ch2 aggiorna la matrice H puo' essere scritta nella forma
sequente {nel seguito per semplificare le notazioni indicheremo
con H' la wmatrice aggiornata e tralasceremro gli indici delle

matrici, dei vettori e dei parametrl relativi al passo corrente):

# YTHY ssT syTH +* Hys
H = H + (1 4+ =——em ) e = [ mmm——————
RPGR T T T
s Y Sy sy
Tnfine la famiglia d4di Broyden 1include la formula di Hoshino
per
™
g - {1 +E,§Z) -1
Sy

Anche questo nmetodo da?' huoni risultati, se uwtilizzato in
congiunzione con criteri A1 ricerca inesatta del passo {77

Le principali proprieta’ verificate dalla famiglia di
Aroyden sons le sequentis

i) e ", e' simmetrica ogni H; risulta simmetrica.

ii) Se il metodo e?' applicato a prohlema gquadratico termina

. . . e -4 s a2
in m<¢=n iterazioni e se m=n H =G {love G indica 1a matrice

della forma quadratica J.
iii) se 1, e definita positiva e ad ogni passo> risulta

S: 0 e 0.>8 dove
{18 &= {1 - P o o e e )

allora ®:  risulta definita positiva. O0sserviamo inoltre che se

H; e*' definita positiva allora 5@0.
iv) se B =T ed il metodo e' applicato a funzioni quadratiche

genera le stesse direzioni del gradiente coniugato di Fletcher

Reeves.
1.2 ®etodi di Huang
ffugang [ 11] determina una classe di metodi” ai tipo gquasi
Wewton dipendente da S parametri. Fssendo interessato alla

terminazione quadratica del metodo, considera il caso in cui

=

i

G
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T e

f(x) = -~ x 06 + hx # a

=2

con ¢ definita positiva e imposta un metodo iterativo del tipo:

T
gipi
X, =X -d_p » dove A = = realizza i1
i+ 1 11 i T
PGP,
' i'i
minimo nnidimensionale indicato in (0. 1)
T
Suppone che p, sia del tipo p = H g con H_ matrice nxn
i i i'i i
ed impone-le sequerti condizionics
T
ay q_ p.#0 “"condizione 4i nonortogonalita®¥®
ii
b pﬁﬂpjz 0 per izj "eonnpdizione A1 coniuwgo ¥
h s

che garantiscono le proprieta* Jdi discesa e di terminazione
quadratica.

Htilizzando sole la finzione e la sua derivata, Ile

o
i

informazioni al passo corrente e a quello precedente ottiene 1=

-

sequente formula iterativa, piuttosto generale:

™ T
s + ol o9v)s kg~ % H H
e JT x NNy

s s oo

ke -, - D W Wk e o S i i e S S o S W D

-
=
%
i
-
<+
-v

T A
cs +cCchn ¥ g+ k@
(1 ?Y)V (1 23’)?

{ricordiamo che 1 cinque parametri 9, c, ¢+ v k,+ ¥, possono

variare ad oqni passo)

e o el T e

Affinche ' sia verificata la coniizione di nonortogoralita® si

richkiede che la parte simmetrica della matrice iniziale, cioet

i

T .
la matrice (I + H } /2 , sia definita positiva o negativa.
o o

s

Questa famiglia di metodi verifica l'equazione ¢

®

1

1 .Y.= p.S, c se ?.=? per ogni 1 risulta ¥ =P 6
i ii i

né1

Si ottiene una classe molto generale in cui si ritrovano per
opportune scelte dei parametri i metoli di Broyden, il metodo del
gradiente coniugato ed alcuni interessanti metodi Ai rango T:si
perdono pero? in generale le proprieta® di simmetria e di
definita positivita® d4i A, , pur .parctendo con H
definita positiva. 8

o simpetrica e

Un snttoinsieme speciale della famiglia di Haang e
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costituito dalla cosidetta famiglia simmetrica di Wiuang (As) che

Adipende da Aue successioni Ai parametri (p, } e (o:}, mantiene 1la
sinmmetria delle H. ed ha la seguente formula:

o

-
{(1.5) “ﬂ = H #f ~-= = —==—— + © (y Hy) v¢v ,con v coere in (1.3)

1.2 Metodl di Oren e Luenherger
Oren e Luenbergér {137 introducono un metodo gquasi Fewton
dipendente da due successioni Ai parametri (g}, (9}, la formula

di aggiornamento della matrice risultac

™ T
& Hyy W T T SS .
1.6 i = ¥{§ - —==—- +T(y Ay)vv $ ———
(1-6) ny = 1 - (y fAy)vv ) el
Y "y S v

con Y>>0, U>=0, v definito in (1.3}).

Tl mrtodo 41 0-1. ad ogni passo verifica l'equazione quasi Wewton
per qualunque scelta dei parametri. Se H, e® definita positiva ,
§>0, U>=0 e s vy >0 le matrici H. risnltano definite positive

Y state dimostrato (131 che ogni algoritmo d4i tipo quasi
¥ewton con patrice f: Adefinita positiva applicato a funzione

guadratica Aecfinita vositiva ha tasso di convergenza ad ogni

YA £S0
2
<(N‘3.)“U/(K (R.)”))
i i

K28 Y R -
(con P =6 H G , G matrice della forma gquadratica e
i i

F(M=11711 112 11 i1 condiziommento della matrice nxn A
invertibile) .
Quwsto fatto impiica.che la convergenza e' tanto migliore quamnto
piu' e? piccolo ¥ ({R:).
Tenendo conto dAi questo risultato, Oren e Luenherger
specializzann la scelta del parametri (¥}, {®:} in modo tale che

risnlti 7w (®; . J<K(P;).Precisamente ricavano le seguenti formule

per I parametri:
T -1 R
(e =it -h B be o
s Yy vy Hy
(1.8 gero,1l
71 metodo ottenuto considerando la formula (1.6} insieme
alle (1.7Y e (1.8) viene chiawato Sz21f Scaling Variable Hetric

Sé
.
@
!

—

i

N
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Algori thm {SSTYM). Tale metodo (molto studiato anche in
congiuvnzione con criteri d4i ricerca inesatta per i1 passo) gode
delle sequenti proprietats

a) Se H, o' definita positiva allora, purche! s y>» , ogni H:
risulta Aefinita positiva.

by e direzioni di ricerca sono invarianti per scalatura della
funz ione obiettivo e della matrice iniziale H,.

Se la funzione e? gquadratica definita positiva, con matrice
della forma gquadratica 6, 1'algoritmo ha anche le seguenti
proprieta’s

c} Se il passo e' calcolato concriterio Al ricerca esatta il
me todo ha terminazione guadratica

d} Rkl crescere dell'indice 1 il numero di condizionamento della
matrice G%W‘dhdecrescea

e} Se ;=1 per ogni i allorac
lim = e =0 dove x e' la soluzione.

Tn [177 wviene proposta la seyuente formula per [©-},
{omettiamo anche qui qgli indici per semplicita®):

T T -1 T T -1 T T 2
{1.9) O=syis s-¥s ¥/ (s9 syHy~-(s 7))

(se ¥ o' calcolato secondos (1.7), ® scelto come in (1.9)
verifica la (1.8))

Con questa scelta  del parametro viene ainimizzata Ila
seguente limitazione superiore del condizionamento di B® ,valida
se " e 7 sono definite positives

7y,
& . -
R(H } <= K (N) Tif-iﬁifﬁl--ﬁl-ﬁgi

2 p
min {X*(k jﬁ&hoX?
m 9 -

op
dove A=(s H s tﬁy.ny}/?s'y

g

T 2 -1 ™ T ? T T
HA=yttsy) +P(sn syfy-(sy )/yHYs ¥

1.8 Metodn AL Creenstadt

I metodi Ffin qui esposti sono stati ottenuti sequendo un

approccio di tipo guadratico, cioe' 3impomendo che il metodo
verificasse determinate oproprieta' se applicato a funzioni
quadratiche. Greenstadt {107 costruisce una famiglia 4i metodi
sequendo wun approccio completamente diverso, usa infatti una
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tecnica di tipo variazinnale. Posto

=0 + §
i1 i i

la correzione F; viene deterwimata minimizzando la norma di
Frobenins della matrice AFRA soggetta ai vincoli di simmetria e di

quasi Yewton, con A matrice fissata.Osservando che:

T om e T . o T T
Tr(AFAA E R ) =Tr(A A®AR ¥ ) e ponendo AR = A A=W

si conclude che E;puo® essere determinato risolvendo il sequente
prohlenacs

9"!
fmin Tr (W% W% )
* i i
T
E - E =0 sinmetria
i i
By, = s - vy, eg. gquasi ¥Yewton
i3 i 171

dove la matrice W, scelta come peso, e? simmetrica e definita
positiva. Pisolvendo gquesto prohlema e ponendo W' =% 5 ottiene
la seqguente formulacs
# 1 s w m T 3 T T T
B =1+ T (sy ® # Mys - Hyy ™ - ®yy H - T (y s-y Hy)Hyy ®)
vy Yy My

treepstadt analizza le formule corrispondenti alle sequenti
scelte della wmatrice W: ®W=0, H=T. Fessuna delle due sgcelte
qgarant isce che sia mantenuta 1a definita positivita® della
ma trice W& . Der H=H e' Adimostrata la terminazione guadratica del
me todo (10 7.

rolfarh [R] propone di considerare M=%, con questa scelta
si ottiene il metodo BFSS 1le cul proprieta® sono state gila®
elencate. Golfarb osserva che facendo una combinazione convessa
delle correzioni ®,2 e 7 ., relative alle scelte =R e n=n® =i

riottengono i metodi 41 Rroyden: piu' precisamente la correzione

F o= 0("-‘;“ + (1-4d) EH“ con o = T
coincide con quella del metodo di Broydemn di parametro U .
Golfarbh, ipnoltre esihisce diverse matrici peso che determinino
una correzione uguale a quella del me todo DFP ;téli ratcici non
sono pero? in generale definite positive e le corrispondenti
formule non possono essere considerate appartenenti alla famiglia

41 creenstadt.
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C'e' da osservare conmunque che anche le scelte H=f e Htﬂ*
sono incoerenti con 1'impostazione del problema (1.10) e le
ipotesi fatte sulla matrice dei pesi. Infatti ponendo "=% non e?
garantita la definita positivita' di HY e quindi al passo
successivo non puo'! essere ripetuta la medesima scelta ¢ inoltre
porre M=H" =H+% significa far dipendere W da ¥, mentre nel

problema (1.10) W e' costante rispetto alla matrice incognita E.
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Cap. 2 Analisi comparativa di alcuni metodi.

Aol +i dei metodl descritti nel capitolo precedente
risultano, per opportune scelte deli parametri, equivalenti nel
senso esposto nelltintroduzione.

Nigon {487 dimostra che le sequenze di punti generate
applicando 1le formule appartenenti alla famiglia di Huang a
funzioni gualunque , con passc determinato come in (0.1}, sono
identiche se e solo se il valore di f e® lo stesso. 1la famiglia
4i Rroylen al variare A1 & costituisce il sottoinsieme 4i quella

di Auang corrispondente alla seqguente scelta dei parametri

p=1, k¥ =c =1, k =—== ==== e C == —=- - -2 per &#0

e p=1,Fr =c =0, k_=c_=1 per ¥=0

o

nal teorema A1 NDiron segue gquindi che tutti i metodi A4i Rroyden,
al variare 41 ¥, ed i metodi 4i Wuang con P=1 sono equivalenti.
Spedicato 707 mette 1in relazione la famiglia A1 Huang
simmetrico con quella di Oren Tuenherger; piu' precisamente
dimostra che se i parametri (f:Y e [y} {che compaiono in (1.5} e

{1.6) rispettivamente) soddisfano la relazione =

1
VpT I ¥
allora i metodi A1 Oren Luenhberger e 11 Huang simmetrico generano
le stesse direzioni.
¥el paragrafo successivo daremo condizioni sui parametri
affirche® un metodo dAi Greenstadt ed wuno di Broyden siano

equivalenti.
2.1 Bmetodi dl Greenstadt e dAi Broyden

Supponendo Ai partire con la stessa matrice H, i metodi di
Greenstadt e 41 Broyden costruiscono 1a stessa mwmatrice W, , se
vale:

9 T T T T 1
(2.1 ----(sy ® + ®mys - Hyy ®- ®yy H- —;~¢(y

TPy _ Y MY

T T T
s =y Hy)Ryy ") =
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T T
58 H 3] T T
= -;-' - -'—?-- + G vy {(y Hyd con v come in (1.3)
sy Yy Hy i
. s Ky T
Se si pone @ w = T TR v Y = Ts Y
s Y Yy My '
Ry My T
;= mmme o e =y H
YA v ™ 14 /M' y Y
y "y v My |
la condizinne {?.1) diventa: :
T T T 3
(2.2) Vww + pzz = plvy

Se la (?.2) e' verificata, deve valere pér ognl wvettore p

T T T
2.3) V(W p)w + piz plz - p¥(v pPv =0
Poiche' v = w =~ 2, se w e <z fossero 'linearmente indipendenti
fovrebbe risultare:

T T ™ T .
V(v ) =p9(v p) e m(z p) = -pU(v p) per ogni p,

o0ssia V{w p) = jymzrp) per ogni p.
Scegliendo p ortogonale a w e appartenente al piano generato da w
e da z si arriva ad una contraﬁﬂiziéne, gquindi perche! sia
verificata 1a (?.1) w ¢ 2z devono essere paralleli, cises
(7.9 W o=Wway , WE R,
Con semplici passaggi dalle (2.83),{2.2) tenendo pnresente la

definizione di w e 2z si ottengono le seguenti condizioni per # e

5 & My S Hy 1 W ]
(2.5)  —;7m = U mwoepmm) tIns L @F
Yy My s Y y By !

Osserviamo che posto : i

S iy i

vmon o () e ) o oo = b 1a 2.5 4i t
(*r* 17)1-40 ! (2.3 ventd
sy y ny

2.7} {r - byT)Hy = 0 da cui, essendo bTy = §, segue

(2.8) My =pb =R

bpalla formmla (2.1) seque che .assumere p:=1 non lede la
generalita’.

Se fissato un valore di W, esiste una matrice ¥ sinmpetrica
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e definita positiva che risolve {(2.8) il metodo di Greenstadt
corrispondente coincide con i1 metodo di Broyden di parametro
dato dalla (2.6). Per verificare se una matrice che gode di

queste proprieta® esiste impostiamo il seguente problema di
minimo vincolato:

. ?
fmin [{® =X}
(2.9 { My=h

L= -%=0

con X matrice nxn,
Ia funzione obhiettivo di questo prohlema e convessa: scrivendo

la condizione A1 lagrange per il problema (2.9) . si determina la
sequente soluzione ottima:

s 1 T S
(2.1M % = PX P + -=— ( (T+P)by )
YV
T

5 T
dove R = 1/2 (& + R} e

g

= 1- z§~ e' il proiettore ortogonale
Yy

[l

sulla varieta® { x2 x vy = 01}
S2 indichiamo con s,i1 piu® piccolo autovalore di x* , S1 puo®
dimostrare che condizione sufficiente affinche? # data in (2.10)

sia definita positiva e® che risultic

T

(2.11) s >hb

(Per la dimostrazione di questa proprieta' e i passaggi con cuil
si arriva alla formula (2.10) vedere appendice 1) Pissata quindi
una matrice X che verifica (2.71), risolvendo ({2.9) si determina
® simmetrica e definita positiva con By=bi;questo in particolare
risponde alla gunestione che ci eravamo posti. Seqgue guindi che

ogni metods di Greenstadt con M simmetrica e definita positiva
tale che:

My = ( -=— - w T ) = con w F1
sy y Ry
e? un metods di Broyden per opportuni {93

Studiamo ora la funzione‘{(m) espressa in (2.6} ; se poniamo

. Q e ] lt @) I e o s oo o n o
6& a risulta (Q( ) —
(w- 1)
felle figure 7 e ? sono riportati i grafici di ¢ (W)
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rispettivamente per a<1 e a>f.
Come si vede in figura 1, per a<i risulta

T
Te(q) =T ) =1 —=-2-l )
Tm = [ =m——- ©W) = ——mctm————— oo
¢ a-1" T v
S y- 7 Hy
. | T ]
questo significa che, se al passo i~esimo s y < y Hy,ogni metodo
T
. sy .
di Broylen con parametro &> TR e’ un metodo 4%
sy~ 7y HY

Greerstadt corrispondente a H({W) definita come in (2.10}, conw
tale che f7=tQ(w). La funzione @ nom e® invertibile, quindi la
scelta di W) non e® unica. i

T T
Se invece al passo i-esimo risulta s y > vy Hy, l1a funzione %(mg e’

1limitata superiormente da ——=—- I e e s cosi?® cke snlo i

metodi A Aroyden con ¥« —;-§—~—;—- possono essere interpretati
s vy -y Hy

come metodi Adi Greenstadt. S1i osserva infine che gnalunque sia 11
valore 41 a , facendo variare cpportunamente W tra -1/{3 e 0,
ogni metndo della classe di Rroyden ristretta (0,1} e®* ap
particolare metodo di Greenstadt: quindi 1 metodi della famiglia
41 RBrovyien ristretta qodonn delltulteriore proprieta? di
minimizzare 1la norma pesata della correzione (rispetto alla
matrice del pesi Huhp),con ¥(w) definita in (2.70)).

2.2 Metodi A1 Greenstadt e di Fua ng sinzme trico

Se conduciamo un'apalisi amnaloga per la famiglia a doe
parametri A1 Huang, possiamo dedurre che 1'intersezione +tra la
famiglia A1 Greenstadt e Ai Hnmang simmetrico coincide con
1' intersezione gia®' studiata della famiglia di Greenstadt con
quella A4i Broyden.

Ponendo g = Sl . deve valere la seguente nghagliaﬂza tra
sTy
matrici (in analogia con la (2.2)):
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T T T T
(2.1 VwW & Rz =)£3vv + (1 -p)vun
Ricordando che v = w -2, per ogni vettore p deve valere:
T ™ T T by
Viv Py -plv py T w + [palz p)*p@(v p)] z ¢ (p=1)¥ (u plu = 0O

Poicke® u non puo® essere scritto come combinazione lineare di w

T
e z, i1 numeroc Y (f-1) {u p) deve annullarsi per ogni p: questo e?

possibile solo se P=1.
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APPENDICE 1

Sia ¥ una matrice nxn, consideriamo il seguente problemac
in (N XIIZ
min -
F

{(a. 1) J My=h

T
¥ M=)

Proposizione 1

T1 problepma (a.1) ammette la seguente soluzione:

S T T 5 N T
(a.? m =Y P ¢+ /vy ¥ ( {(1+P}by 3, dove A = 1/2 (A+R )
T T T
e P=1-yy /Yy e' la proiezione ortogonale su { x: x y=0 }.

Dim.

.La funzione lagrangiana associata al problema risulta:s

T T T T T T
(a.3) L{My="r (Y +MH ~XM ~MX )*)\ (Mv=-b) +TC ({8 -H})
dove AePsono il vettore e 1la mitrice dei parametri lagrangiani.

Ponpendo a zero la derivata di IL{®si ottiene:

o L
{a.n) - X +Ay + - =0
rigolviame qnindi i1 sistema costituito dalla fa. 8y e dati

vinconli del problema. Da (a. ) ricaviamo

™ T
{a.5) = 12 (P -P-Ay) + ¥

T i T T
(a.F) M o= 12 (-1 - 9vA) + X
Ponendo la Adifferenza tra la (a.}) e la (a.6) uguale a <zero si
ricava: -

"

" T T T
ta.n =" =%x- %X + 12 (yA -Ay ) da culi, sostituendo in (a.%)

S T T
{a.8) ® =X - 178 Ay + yN)
Deve innltre valere: .
3 ™ T
(a.9y Yy -1/8 thy y +yAy) = b

T
Holtiplicando a sinistra per y e svolgendo i calcoli si ottiene:

T T T 3 T
(a.10) A Yy =275y (y¥Y 5y -v b ,1a cul sostituwendo in (2.9 si has

. 5 T
(a.11))\= 27y v ((T+P) (X v-b}} , dove P = I- vy /¥ ¥

Sostituendo il valore di A in (a.f) «con semplici calcoli si
ottiene la soluzione:

s T T S S T
{a.12) ® =PX P + 1/y v ( (I+P)by ), dove A = 172 (AR )
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Proposizione 2

Se i1 piu' piccolo autovalore della matrice xs’ s, (verifica 1la
sequente relazione:

T
(a.13) S, > b b

la matrice M data in {a.?) risulta definita positiva.
Dim.

Consideriamo un generico vettore di dimensione n non nullo,

Zz. Tale vettore puo® essere decomposto nella seguente maniera:s

.
z =dy &1 cond €R e r y=0

Con semplici passaggi si ottiene:
™ - 2 T 2 2
zZ Mz =1 Xr +& 4+ 2or BO=T]] S+l - 2K (] [1b1]

T 2
Dall'ipotesi ({(a.11) seque 2z Mz > ({1tl] 1Ibjy ~e) >=0 e

questo conclude la dimostrazione.
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