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rn 0111" 

"na imp~rtante classe di algoritmi. per trovare il minimo ai 

nz io nl'ln vincolate e' costituit.a dai lIIet.odi quasi Wewton, 

!'la ti cosi ~ perche w ut. i li 'l'la no lo schema del metodo di "'fewton 

II ificato" sostituen~o ad oqni passo l'inversa della matrice 

hessiana con una certa Matrice costruita in modo iterativo. 

1i c 

n 2 
~pl s~quito infticheremo con f : P --) R , f ~ C la funzione 

n n 
si c~rca il minimo e g : R --) R il gradiente di f. 

Lo sc~ema iterativo comune a tutti i metodi e' il seguente: 

n 
iss'lti int'Zialmpnte 1': P. R e Ti matrice nxn , si calc:>la 

o o 

x =x - o( H 9 
5+1 i i i 1 

~ove ~ .=1[X.) ,o(.€ TI e' il passo calcolato secondo un criterio 
1. J. 1. 

n S~ t0 p 1" Ma1:ricp Tl , posto 
i ... 1 

s =x -x e 
i 1+1 i y • =g. ,-q" I 

1. 1.+ 1. 

si"l ve ri. fica ta la seguent e 

'IY -s 
1

1 • - • , 

1. l 

H. Y.= f.s., r.e R. 
1.+1 1. 1. 1. 1. 

('I sservii\M0 elle, nel caso CIti h funzione f sia qllail!:at ica con 

YI1atrlcP ~('Ua forma flnai'lr:'\t.ica r" Pequfl:zione quasi 'Iewton e' 

ve ti fica ta ~(1 ogni passo dal1' inversa di G. Quest.e condizioni 

ilon ~~'I:~rmilHlnO in modo univoco la ma trice Rio ... ; generalmente "'.4-
viene c.'\lc01ata con l1na formula di aggiornamento Ciel tipo: 

Ti = Il 
~. +- 1 i 

'1' 
+ a b 

1 1 

T 
+ ....... +a b 

r r 

~oVP i vpt.tori a~ ,I •• , rtt.' h~ , •• , h't sono funzione ai s" y~ IIR~ y, e di 

pVf'!1tual~ r~ramptrL Npl sCCJuH:o saranno detti ~i ranqo t quei 

!:l0tO!U if'i cui rr. si calcola con questa fortllula di anqio'Cnamento 
Lo "d'L 'J 

e r=t .. 

P~r 1~ aptcrminazione d~l passo esistono vari criteri: un 

pr cri t erio 

imeD sbn ale 

quello !le Ila ricerca del mini'lllo 
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(I) .. 1) e( =1'/1 in f (:re -~ FY IJ ) Il ~ P. TI ., 
i i i i 

Sp~sso approssimare nel miqlior modo passi le il passo ~satto p 

tropp0 cost:oso: si r.icorre quindi 1\ ~rite 

c"e qarantiscano una soiiiHsfacentf! decres 

di rice~ca inpsatta 

ta d fun-z 

[n), C' 1 : infine, in alcuni casi, una terza 

quella ~i porre =1 per ogni i. 

ta poss i 

Per quanto rigqarda 

specifici r.elativi alla s 

c onve rgenza stono r. u at i 

ta del passo e della la di 

aqginrnal!lpnto ni H (1 R l, t?), [2116 (22), [2J]: 

comunque, se la matrice 11' e' i'lefi ta posi va, i 

qener"!. 

a r i !!l'~t i 

sono ni ~iscesa e, sotto opportune ipotesi 

~el passo p sulla funzione f, teoremi 

sulla detp.rm 

i rant 

az OrlI'! 

no 

convp rqen7.3. linea:re 

(qoasi tutti) metoai 

[7]e HnValtra proprieta W 

~ i t ipo quasi Ne vton l'! , 

nano 

numero finito ~i passi se applicati ad una 

coml1n~ a mo -i. 

la terMinaz !'l P. 

u onp. in un 

quai'lratica .. 

~~lp pr"pripta' p' intprp.ssant~ anchp. per lo stn~ ~el 

velocit"l' ili conver!)enza dl?i !'1E"tmi applicati a fun? n'i non 

quaiYratich? r ?"1, r .,]~. 
Pi~ssnmpn~og nel1 9 aprlicarione ~i un mcto~o qu~st HevtoD i 

tre punti fonilamcn-l-:ali sono: la scelt.a ~el t.n il'd aIe, 

scelta ~p.l passo e la scelta nellr! direzione, che dipende dal 

r.wflo <'li aggiornare la JIIatrice ~\ .. Noi non ci occ eremo ilei i 

i'll1e <'lsp~tH, ma solo itel ter7.o;pertanto nel sequtto 

cot:ri.spnn"l?ra' al rninirno I1nidimensionale (0.1) .. 

passo 

!ntro~nrreJlln la sù!)uente relazione di e al za tra (lue 

JIIeto~i qu~si Ncwton: considereremo "teoricamen te" Il i valent i 

rIi vlsta 

q TPI 1 i t r?l i 

nano la stessa 

<'I ue mp toiH se, pur essenilo diversi dal ponto 
. . 

dp.l1'alqoritmo, qenerano le stesse direz .Tnrt 
l"letocH quasi Newton, noti in letteratura, de 

dirp.zione risulta 

e q ui va 1 e n t i goilono 

intpressa nte perche' i lieto 

~ellc st..esse proprieta' 

tra loro 

teo che 

(c on vp.rqPIJ Z"l q termina ziollp qu ailrat ica , ~cc"" d tre questo tipo 

di i. ndaq in~ prepara il terreno a duna second a fase ricerca c 

non~' st.at-a qui affrontata:: la l:tete.rmina one, nell ,UI! to di 

una claRs~ ~i ~quivalelJza. l metotlo p 

ai vista ~?lla complessita' comp1lt a:z iona e 

~1'!1 primo capitolo òescr i ve re mo, en 

le piue import::lnti faI!! iii me to1i 
preci sampn tE' ci occo peremo della fal:liiglia di 

e 

d 

an 

qua 

nte r't 

la stabll 

to 

e l e p r o p i et a 1'1 Il 

Nevtn 

en",di quella 
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Hua Cl cirque parametr.i dei metodi ai Oren e Luenberger e ai 

?li f;reensta 

'" secondo capitolo stuilier.elllo l'equivalell7:B teorica dei 

.~ i prpsi in esame.raccogliendo i risultati noti in 

le ttE'ratllr.'l fll1, ('S 1, [201 e stabilenito un nuovo risultato che 

t!lette rel1'\zione l t!!~toai ai G'n~enstB~ t con quelli ili Rroyr1en e 

con l'l ~a~iglia ~i Ruang simmetrica. 



Cap.1 nescri zion~ ~ei meto 

la fami g1 ia di rango 2 di flr 

seguente scbema: 

[ 1] e~ costru 

sto H =!l'' P. /I 

1 i i 

aff~nchp.' sia verificata l'equazione qua 

si sceglie allora 

B =s -H '1 
i i 1 i 

'1" '1" 

~ =s l"If -H v 7. , dove 
i i'l i i l i i 

,. ''l' 
q Y -=1: Y -=1 
i:i. i i 

Nevten deve essere 

e z verificano 
l 

In (11 vp!ngono propost-.e seguenti due scelte di q e 
''l'' ''l' T T -1 

.1) g.= 'Z = Cy • H i 1. - s. 1. ) {'Vi - s 
1. i l' 1. :1. :t i 
''l'' .,.. .,.. 'T 

p .. ??I} rr.= ({. s. - O' • Y. H ./ s .1(; 
l 1. 1. .1, 1. 1. 1. 1-

'1" ''l'' l' l' 

(1., :!t-) 'Z -= ~ H +6' s ./ s v /I iove 
i i. i. i . ' . 

1. 1. 1. 

'T ''l'' ''l' 7. 
(1 .. 2cl '( . = {s .. 0'1 Y • H • Y i l/ (s. ) 

.1 i 1. 1. 1. 

T 
(1 .. 7.<1) ~. ::: p- /1 • fT . y. .. 

• 
:I 1. 1. 1. 

o 

prh.l'l scelta c0nrluce a~ un met e ai 'rango 1 che ha q-rossl 

svantarygi in qnanto il denomirnto-re che compare Cl. la CL 1) puo' 

annullarsi ed il metodo stesso -risultare non ito; la seco 

dipendere q~ e z;.. ila un para metTO re c uce 

ben no~a in letteratura ili ra ng o 7.,la cui 

9i ornal"ien t,o di n 
'!' '!' 

s s TI .1 i 11 
i i 1. . i T T 

n =H + - -------- ... (r.U.y.) v 
1+1 i T T i 

, 

.. :q 

si Y • 
. 1. 

s 
i 

1i H 

v = ---- -
i "!' 

S iV i 

i 1 ] 

Da questa formula per =0 si ott 

l 1- 1. 

il Neto 

la i 

mula 

e 

IiV 0:11 

etcher Po'Well PP} che cronoloqica1!lente e~ il primo m~tndo di 
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t quasi ?7evton proposto [3 l, [61.. Un altro metodo ottennto 

i i entpmente ~a v autori e' quello corrispondente il =1 

detto meto"'o 'RFGS (~['oyaen,'f'letcher, GOldfarb, Sha che 

sp er P.l1t a l !'Ien te 

detp.['~il1azione a 
l"Iostra huonE'! proprie ta 1 nel caso 

passo con tecniche di ricerca ine~atta; la 

f o u] a eh ~ ?HJ orna la matrice H pno' essere scritta nella forma 

seg to per semplificare le notazioni indicheremo Il 1lf"n te e-l 
fii 

con lì la 1I"lat ce aggiornata e tralasceremo gli indici 

mat i, i vett e dei parametri relativi al passo corrente,: 

'l' 
Y "1 = H + { 1 + ----- ) 

'J' 
s 1 

T 

T 
s y 

or T 

- ( 
s1 H .. Hys ----------- ) or 

s 1 
!n~~ ~ a famiglia di nroy~pn inclu~e la formula di Roshino 

'1" 

= (1 + 
Y fTy -1 

:s y 

I\n 'l'lesto ~P.tO(~O ~", ,",noni risultati, se utilizzato 

co i l ll1"lione con criteri il. i ricer::a ine sa tta ilei passo {11. 

Le principali proprieta' verificate dalla famiglia di 

"ro t'n S::ln ::> le Se'lIHmt i-:: 

il :'P. et simMetrica ogni flo .. risui ta si !lime tri ca o 

i il Se::> il ~ et(H~() f" :lppli:::ato a pro,",le~a quadrato i co termina 

in <=0 . .. .. 1-1 
-1 (dove G indica 1'1 ma trice l ~ P. r a "l1. o n 1. e se m=n = G 

.... t, 

6ella form~ quadratica ). 

iii.} Se Tl~ et de nlta positin e ad ogni pass::> risu (il 

e 

'T' 'l' -1 
Y s H s -1 

= ( 1 - ~---------- l 
T 2 

y) 

risulta defin a posi tiva .. 

n~ et def a posit i va a 110ra ~<o .. 
osserviamo inoltre che se 

i Sp =T ed metodo e' ~pplicato a fun~ioni quadrati 

genera l e stesse direzioni (Je1 gradiente coniugato di Fletcber 

Reeves. 

nuang 

nuanq r 111 deter na una classe di metodi'· di tipo quasi 

"Ftewton rlipl?nòente da r; parametri ... Rssendo interessato a 

azione qua atica il metod o, considera il caso in cu i 
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f(~ = - x ~x + h x + a 
2 

con r. ~~finita positiva c ta IHi me o i terati vo il ti ': 

x =x -et P 
i+1 i i i 

<1ove cl. = 
i 

P. 
1. 

minimo tlniiiimensiona le ind ica to in (O ') 

eil 

al 

Suppone che P. sia del tipo 
1. 

i IIIP(l('I(::O' l e sequer.ti con il.iz ion i '.: 

"!' 
q.P.;?" 11 "caniHz ne 

1. 1. 

"" 
r,p = () per il'1 "c/:.nd o Ile 

1 

i 

iii nonort 

di c 

izza 

con m at r ce !'Ixn 

ita~" 

o '" 
e garantiscono 

q ra tir.a. 

ieta' di discesa e di ter Da'l nn 

HtiH'Z7.éHI~O solo ]a nzione p la sua 

forM~7ioni al passo corrente p. a quello precedente ottiene l~ 

se ent~ formula iterativa, p ttosto genera : 
'1' 

[r: s ... c H y} s 
, ? 

T 
Cc s "" c TV y 

1 ? 

'f' 
(II;- s - ~ H Y H 

1 ') 

'f' 
(lrcs+JcH Y 

1 , 

rricor~iamn che i cinque parametri p. 
variare ~~ 00ni passo) 

~ffinche' sia verificata la con1 ione di nonorto 

chiede che la parte simmetrica 
''l'' 

h Matrice {H + H )/'1. g sia def 
o o 

la matrice i 

a o 

Questa famiglia ~i rnetor'li ver uazione : 

+1 Yt= ~'i s c se fi=r per i ta H 
i n+1 

si oH iene una classe molto generale 

portunc scelte dei para metri i metoli a Bro eo" il 
q lPn tp coniugato et'!. alcuni teressanti meto iii 

pc roono p!"'ra 9 in genec e le 
de ita rositivita' ili f.t. 

/I pllr . pa rte o con 
II. 

definita positiva .. 

"n sott.oinsieme speciale la fam la di 

l':l!. possono 

alita' S 

=rr; 
trovano 

III et 

ran 1 

tr e di 
!'Il\'i et [' 

~lu 
, 
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cos t to (1 la cQsidetta famiglia simmetrica ai Ruang {Asl che 

~i e i1 UP. succession i di parametr i {f..: l e [tr:} Il ma ntiene la 

n 
Hs 

ed ha la seguente fQrmula: 

"" or 
ss H11 A 

:::: H ... f --- - -----
'r 

,. T 
·io 'd (y Ay) vv 

s y y y 

, .. ~ Me toH ii i oren e lu en herger 

Orpn e Luenberq~r [111 introaUCDnD un metQdo quasi Rewton 

dipP.nflpntp ?la ?luc successioni ili 

di a iornamento ?Iella matrice 

parametri { l)ò 1 l' {e-~}, la fQrmula 

cQn 

'T' 

n H 
:::: ttH - ----- ... e-

'T' 
y f~y 

~)=O, v ?!efinito 

~ul t3.: 

'!' T 
Ay} V'l ) 

in p .3) • 

T 
5S ... --- Ii' 

T 
s y 

Il !"IrtO''10 ~i n-T. a" ogni passo vp.rifica l'equaziQne quasi RewtQn 

per !Jl1illlH1111~ sce1t.a dei parametri .. Se Ho et definita posit a, 

~> ~)=f) r> s'f' y >0 l~ !"latTici H~ risultano definite posi.tive 

~'st~t~ di.!"Iostrato (131 ch~ ogni algQritmo di tipo quasi 

NE'wton r:on !'latr~.ce r!~ iief'inita. positiva applicato a funzione 

<'Hlrati.ca l'lcflnit.a 'flositiva ha tasso di convergenza ad ogni 

2 
vq '!J J -, ) I (~ ('!~. ) + 1 

1 ]. 

'.... v ... (=on F =~ lì G , G matrice ~ella forma quadratica e 
i i 

-1 
r( =lPll lITI. 11 il condiziom.mento della mat.ricf" rum A 

V(,I't i f» .. 

Q ~ sto fa tt o impl lc i'l. chp. l a converqenz a et t antQ mi<Jl iQre anto 

U' f" ccolo V:{T~~) .. 

'!'enf>n~o conto rli questo risultato g Oren € tuenherger 

specia l 1.zZ ann la scel ta del l'a l'a mP tri {(5,.} Il [9",:l in llIodo t al e che 

s ti wr (~~H ) <K (P~ ) .Pr-ecisamentf" ricavano le seguenti foranle 

1: i ra!~tri: 

'!' -1 v!, 

s lì s s y 
~€ '[= ------ <l- n- " [O ,1 l 

'1' "l' 
( ,,, 

S Y Y By 

( i. B) El r 0'" 11 
Il ~etorlo ottenuto considerando la formula [1.~ insieme 

al ( 1 .. 1) e (1" viene c mat o Self Scallng variable !fetric 
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Algori th m (SSVM).. T e met.o('fo to ane 

congiunzione con criteri ili ricerca inesatta 

delle seguent i pr t: 

ita positiva allora. 

ri sul ta ~en ni ta po a~ 

I e il ~z i ricerca 50no inva per sc atura del 

DZ o e d i 

Se la fun one e' qua at a • con ma ce 

~ella forma quadratica Pal '1110 ha an e nti 

propriet a' '! 

cl Se il passo e W calco to con c te o ,U 

m!? toilo h?!. termina one qn?!. i'ltlca 

cerca esatta il 

('I) Al cr~scere dell' il i il numero fH condi ona!!lento del 

matrice 

per o i i allora: 
li! 

!lx -xII 
i+? 

1 ------------- = O i--)oo li! 

llx -xii 
i 

* dove x e' la solu one. 

-v: n f17) viene proposta la sP'J uc n te form a rpt" 

(om~tHf\!!lo anche qui gli inilici per S?!m 

'T' '1" -1 '1" " -1 
mq) ::: S y (s Tt 5 - <S'S I {s T1 s 

(se ~ 
~, calcolato seconò o {L '" 

ve c<\ 1<\ { 1" 8) ) 

Con gllcsta scelt.a ?le1 parametxo 

seguent'P' l tazione super iore del 

se H- e '1 sono de ite posi t.i VI": 

min -{ 

'" -1 '!' '!' 
À = ( s fI s +t y Il 17. s Y 

T 2 ~ -1 ~ 
(s y) .... 'e"{S Il s Y "y 

(':reenst<l~ t 

c 

T -es 

cita'): 

'1" T , 
y - (s l 

to C~!IlC il1 

viene im 

i onamento <'Ii n" 

T 
Y s Y 

r 

p .. 

ta 

.val 

l • 

a 

1.U Mptorto 

! l'lptor,j fin qui esposti sono sta ottenuti spquen~o on 

Cl pproccio 

veri Ci'I sSP 

iH tipo qrla 

rletermi n ate 

qo ich~ Greenstadt 

se en~o nn approcc 

atico, cioe' imponendo che il l!I~t 

proprieta i se a icato a 

r 1" 1 c ostrui sce una famiglia ilt lIet 

co ta mente di verso, usa t una 
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t.ecnica òi tipo va z ir)na le" Posto 

lì = R .. 'E: 
, i .i 

:1 a corr.~'Z viene determinat.a mintillizzanao la norma ai 

F il]S :1.1?11a matrice AFi,A soggetta <\1 vincoli ai simmetria e di 

asi !'pwton con A mat.rice fissata.Osservanao che: 

~ ~ T T ~ T T T 
~r{~r.~A BA) :::Tr(A A~AA V) e ponendo Ali. = A A=~ 

si c0nclude e E; essere cletprmina to risol vendo il seguE'!nte 

prohll'?'I!H\ :: 
'T' 

i'l i n 'l'r- ( w B. W'f'.:. ) 
1 1 

- E =0 
i 

= S -fT 
i i 

simmIPt.da 

eq. quasi Nevton 

dov~ la rn.~t.["ice W scelta come peso, et! simmetrica e (1ef ita 

pos ao Pisolven(1o q1lesto prohlema p. ponendo w· l 
="'1 si ottiene 

~qUf'nt0.' forlTlllla: 

1 ~ ~ ~ T , '!' T T 
{sy M. + !"'!ys - lìyy ~ - Plyy H {y s-y "y) 'M'IV p ::: H ... ,.. 

Y ''l' Y Y 'M'I 

~r~~pstA~t anali~'Za le forMule 

sc te la matric('~:: 

corrispondenti allo seguenti 

Nessuna elelle dui1'> scelte 

C)'arant ce che sia mantelHlta la ~efinita positivita~ della 
~ 

l'!'! a ce TI , per 'M=H e' (Umost.rata la ter!1linazione quadratica del 

me to(lo [ (I 1-
r:ol rh [R l pone (1i consirle"Ca re M =H'Ot /I con quest a scelta 

!:':i ottiene il ~etorlo ppr,s lp. cui propdeta' s::mo state 9i8.' 

elencate Golfarh osserva che facen(1o una combinazione convessa 

!'le (> con:-~ ?:ioni "P. \001 

r tp. 0no i I!let.odi 

ll' = e{ r.: 4- { 1- cO ~ ~ l. 

H H 

e 

"li 

~H" relative alle scelt.e FI-=R e "-=Re\. si 

nroyòen: piu' precisamente la cOI:'rezione 

or 
(1-t"l Y Hy 

cnn cl.. = ----------
or or 

Y "1 .. Y s 
c nci~e cnn quella del metoòo di Broyden di parametro ~ 

Golf<'lr}1, 

urla correz 

oltre esihisce !'Iiverse 

e ugllale a que Ila !le! 

sono r~ro ~ i TI erale i1efinitf> 

matrici peso che òetermin\no 

metodo DFP ;tali ~atI:'ici non 

positive e le corrispondenti 

oI:'molp non pnsson~ essere consi~erate appartenenti alla famiglia 

iii r,r-eensta'lt. 
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C' P 9 d'l osservare co mUi'H'lu ~ che anche 

sono inco~renti C0n P imposta2l.0ne del 

le s 

prohlell1a (L 1 

ipott'si fatte sulla matrice dei pesi.. 

qarantit:a la deflnit'l positivita1 

Infa tti poneni'lo 

di HW 
p. indi 

e PII 

e le 

'l Isso 

sllccessivo n0n puo' esspre ripetut1l1 la rnerlesl ma scelt'l : in re 

porr~ \"I='"1It =H+B significa far di~nè!ero W da IlIpntre n 

prohlplIl'l (1. 1()} W e' costante rispetto alla matrice E" 



- 11 -

cO'll1parat a alcuni metodi. 

Mn1 i d mcto~i descritti nel capitolo precedente 

risultano, opportune scelte dei parametri, equivalenti nel 

senso es o nell fl trod one .. 

ni xon (~1 mostr:a che le seqllenze iU punti 

ar ica o le for ule appartenenti alla famiglia di Ruang a 
fu i qUi'ilunque cnn pi'isso determinato come in (0 .. 1), sono 

e se e solo se valor:c di p e' lo stesso., l,a fallii ia 

~i "ro E'n al variare ~i costituisce il sottoinsieme ~i que 

ili rTu?lnq C~:HTispon(1p.nte alla seguente scelta dei pari'imetri 

= 1/f k 
? 
:---

y 

e c :-
1 

=c =0 k =c = 1 per '((:=0 
, '2 ~ 7 1 

'T 
1 Y "y' 

'T 
per 

s Y 
o 

D~l teorPMa ~i otxon segue quindi che tutti i metodi di qro,den, 

al variar<:> iii fI ert i metoili di Huang con ~=1 sono equivalenti" 

Sp<?~icat.o r ry()l l'let.te in relazione la famiglia di Huang 

s1.1'l1'!1C'trico con quella ~i (lren T.l1enherger; piu fi prp.cisamente 

diMostra c se i paramet.r:i f r .. 1 e {g';l (che compaiono in e 

(1. ris tivamente) soiiiiisfano la r:elazione : 

1 
i 

i metodi ~i ~ren Lnenhergpr e ~i Ruang si~metrico generano 

le stpssp ~irpzioni. 

~e! paragra~D success o daremo condizioni sui parametri 

afflnch0'J un mptorlo ili Greellstar1t ea uno di Brayaen siano 

u aloont i.. 

~w 1 "'('todi di ~reenstadt e ai B.royden 

Supponendo (Ii partire con la stessa matrice Ho i. metoiU di 

~r:l<">lPnst.a(!t e ai Broyiien costruiscono la stessa matrice R~H. se 

va 

1 'T T 
p." ---- (5Y ." + 'fI"ys 

'" 

T T 1 T 
l''f- "'yy H- ---- {y s - T 

'T 
Y ~y 



- l' -
'!' '!' 

ss fl fl T 
= - -----

"r or 
.. fI vv Cy '1) ::,oniv cOllie in (1 .. 3' 

~ y y "y 
s f41y 

Se si pone v = - ----
"r "'f' 

S Y Y f'l!y 

Hy ~y 
Z = - ----

T '1' 
Y Hy Y lIIIy 

conflizi0ne (' .. 1) diventa: 

or 
Il r = y 

'1' ,. or 
(2 .. 2) vvw .. !,-Z7. = ,Tlvv 

T 
Y 

Se la {~ .. 2) 4'?' veri fica ta" deve va lE~ ~ pe r ogni vet.tore o 

T "!' or 
~ Cv p} v + r (z p) z -,. ~ (v p) v = () {2 .. 1 } 

Poic~~W v = v - Z" se v e z fosserolinearlllpnte in~ipendenti 

(l) QVrP.hhf' ri~1l1 t<'tre: 

'!" T 
vev = r fl (v p) e per ogn i Pw 

'T' 'T' 

per oqni. p_ OSsi.8 V(v - (I) = -y pl 

SceqliC'ni'lo p ortogonale a v e appartenen~e al piano erato ~a v 

e da z si arriva ad una contraélilizione, ndi (lE'rche' s 

verificata ICI ("" .. 1) v e 'Z !lev0no pssp.re parall i, ci::>p: 

V =W'7. 

Con seMplici passaggi dalle (2 .. 1l),(7. .. 2) tenendo nresente la 

definizlone di v e 'Z si ottengono le seguenti c0ndizioni oer e 

l1y 1 
= 

'J' 'l'' 

S Y Y Hy 

(2 .. 6) 

osserviamo che posto: 

s By 
(--- - CI,) ----} 

T or 

1 

1 -w 
= h, la (2 .. '5) di ven ta 

s Y Y rty 

T 
(2 .. 1) CI - by P!y = ('I da cui" essE!ndo y = 1, segue 

(2 .. 8) "'y = ~ h , ç:;. R 

Dalla for1'l'l11a (2 .. 1) selJue elle . Cl ssume re = 1 non lede la 

Cl e ne ra 1 i ta ' .. 

Se fissato un valore di~, esiste una matrice ~ m me 
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e ~efi ta sitiva che risolve (2.B) il metodo di Greenstadt 

COIT ente coincide con il metooo di Broyden di piiralletro 

dato à l'l ( fi).. Per ver ica re se una matrice et",,,! goile di 

este eta' esiste impostiamo il seguente prohleMa di 

1'110 ncol ato: 

"., 

li! -1'1/=1'1 

con X I!lat ce nxn. 

la Funzionp. o ettivo fii questo prohlema e' convessa; scrivendo 

con'à ione ili. Lagran')e per il problema (7 .. 9t . si deterillina la 

one ottima: 

S 1 T S 
II! = PX p + 

"" 
P) hy } 

y y 

T 
~ T 

dovp. JI. = 1/? {A. + r.. ) p = 1- Y"f e' il proiettore ortogonale 

y y 

sulla viu·Yet.a~ f x: x Y = 01 

~? i ir:hl a!!lo con s" il pia v piccolo autovalore (U X!. , si. puo' 

~imostrarp che cnnitizinnp. sufficiente affincile' P'! ilata in (2 .. 10) 

sia àefinita positiva e' che risulti: 

'l' 
,,11) s >hh 

(Per la dil!lostrazione 

si arriva alla fOl:'muli'\ 

una l'!'a tI: X che veri 

d i questa proprie ta v e i passaggi con ca l 

(2 .. 1 vedere appendice 1) Fissata quindi 

ca (2.11) il risolvendo (2" 9) si iteterBina 

~ simmet~iei'\ e ~efinita positiva con My=b;questo in pal:'ticolare 

I:'isp<:mdp. a 11 a gn~stione che c i era va ma posti.. Segue qu i n che 

og me ~ di Greensta~t con M simmetrica e definita pos iva 

ta le et> e: 

!"!y = 
s 

( --­
l' 

s Y 
~, un II! p. to :1 ~ 

-

~i 

11y 
W ------

T 
"f Hy 

Broy~en 

1 
l ----- con w 1'1 

1 -w 

reI:' opportuni {a:l 
" stui!ial"lo ora la funzione <f(!.a» espressa in (2 .. 6) : 

2 

se ponil"l. BO 

= i'I risulta (w) = 

'/felle figure 1 e , sono 

- ,Hv + 1 

2 
(00- 1 ) 

ripo~tati i grafici di Cf (tD) 
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rispettivamente per a<1 e a>1 .. 

Come si vede in figura 1, per 8(1 risulta 
T 

a s y 
!l'!l = r ----- /I (0) = r --------.-- Il IlO ) 

a - , T '1~ 
s y - y H1 

,. T 
questo significa che, se al passo i-esimo s y (1 ,ognilleto 

T 

di "ro~.~n con parametro e l un meto 
'l' or 

s 1 -- 1 Hy 

Gr ee~st. aMo corrispoTl "ien te a !'! (wl dE~fi ni ta come 

tale che e-=~(w) .. ta funzione ~ non c' inve 

sc~lta fl.iwnol"! e' unica .. 

Hl) e con Ul 

qu la 

T T 
S~ invecp al passo i-esiMO r::isulta s y > Y If 11'\ funz nE' ~ e f 

'!' 
Cl s Y 

a - 1 T T 
Il cosi' c~e solo ----- = ----------

s y - Y Hy 

s y 
possono essere inteepretati 

T 'T' 

S "f - Y HV 

~o~e l'!lptn~5 ~i Grpenst1'\~t. Si osserva infine che aiungu" s il 

valore "ii a /I facenito variare cpportunamente w tra -1 e O, 

ogni !'I1ptoilo "iella classe di Br nyile n stretta (O 1l e' IlfO 

pa rticol 'u::e III eto r'lo iii Greenstaiit: gu t ne'H i l'Ieto della falli ia 
i'I • .1. Broy~pn ristrett"l. <)'oilooo dell'n eriore pr a w di 

!!inil!lizz 'lre l" norma pesa ta della correzione (rispetto l 

matrice ilei pesi •• 
!'II {wl ,con ~ (W) clefi ni ta in " , ) .. 

2 .. 2 ""etoili (H. Greenstaa.t e di fiua Dg si'llmetrico 

Se con~uciamo un'analisi analoga r la famiglia a 

par~!'!etri (!i H1lang" possiamo de!jurre che Pintersez li"! tra la 

famiglia ~i ~reensta~t e ~i Hnang si co co c con 

l' lntersezione gia' studiata della famig a di Greenst con 

quella ~i Broy~en. 

u = 
T 

s y 

deve v~lere la seguente 

matrici (in analogia con la (2.2)) ~ 

uagli an za tr a 
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(2 .. 1 
T or 

'tJ liI'liI' .. 'l'l = 
'!' T 

v + p - r>.;) tl tl 
co an!'lo che v = w - z, per ogni vettore p deve val~re: 

(v 
or 'l' '!' 

) w .. [r{Z p) ... ,.e-(V p} 1 Z .. (f-1}'i> {u p)tl = O 

he' 1ll non p1ll0 ~ eSSN:'e scritto come comhinazione lin€'i\re di v 

'l' 

z il nU!l1~ro .::J (r-1) 'Pl fleve ,:mntlllarsi per ogni p; questo e' 

po s b i l e s o l o se f = , .. 
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AP P FN Il!e r. 1 

Sia x una matrice nxn, consid.eriamo il seguente 

2 
rnin lll1t -X, I 

r 

T 
-!'1=0 

'Proposi-z ione 1 

Il prohlel1la {a.11 ammf>tte la sf"guente soluzione: 

S T T S S 
(a., ~) II! =PY. P + 1/1 Y ( (I+P) hy ) , dove A .= 1/2 

or T 
e p .= I- 1Y /Y Y P.' la proiezione ortogonale su 

Di !II .. 

l' 
{I\HI, ) 

[ x: x 

t'l funzione lagrangiana associata al problema risulta: 

T T ~ ~ ~ T 
{aé:l} L(M)=':'r{'r"{ +M"1-Xl''1 -f'!X )fÀ, (My-b)+':':'r(fI.(1'! -Pi)) 

l. 

rlovC' ~ e r sono II vettore e 11\ matrice ilei parametri lagr:angiani" 

Ponen~o " z('>ro 1 a fl!er:-ivata ii i J. PII) si ottiene: 

'" '1" 

{a.. .,'" - '?x +À y f r -r' = n 

'Pisolvio'3.l'10 l"I'l1.n rH il sistemi'!. costituito dalla 

vincoli ~el prohlema. na (a. q, ricaviamo 

{a. 4} e da i 

'''l'' '''l'' '''l'' T 
"1= 1/' (r - r' - yX

o

) + X 

Ponendo la ~ifferenza tra la (a.~) e la (a.6) uguale a zero si 

dca va: 

''l'' "" '''l'' '''l'' 

(a .. r - r .= y. - X + 1/? ('1)..- -}..y oOl da cui, sosti tuenèlo (a .. 

S T '1" 

'" .= X - 1/4 CA y + '1 K ) (a" 

De ve i n 1')1 tn~ val f>re: . 
S \ T \T 

(a .. q) :e: '1 -1/4 {1\1 1 +y/\ Y , = h 

l' 
~oltiplicanno a sinistra p~r y e svolqen~o i calcoli si ott ne: 

\ '!' '!.' T S 'l' 
{a .. 10} 1\ y = -:>'11 Y (y T Y - y bl 9 ila cui sostituen'io ('\.. si 

'!' S ~ or 
{a .. 11} = 2/y Y { (I+P) (X y-hl) , dove P .= I- 1Y /Y Y 
Sost ituenno il valore iJi }.. in Ca .. Al con semplici calcoli 

ot tiE"ne la sol uzione: 

S.,. or s S 
(a .. 1 2 ) f'! = P X P ... 11 Y Y { (I + P) by» S' Cl o ve li\. = 

T 
2 (AHI. l 

si 

" . 
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p si OflP. '2 

Se 1.1 ccolo autovalore della ~ 
matrLce X , se ,vEl'rifici'l 

se ellte relaz ione: 

lIIatrice l"l !lata in (a .. ~) risulta definita positiva .. 

1!1 .. 

ronsi~prialllo un gp.np.rico vettore di dimensione n non nullo, 

z. Talp. vpttore poo' essere decomposto nella seguente maniera: 

or' 
con c(. en p r y=O 

Con sel!l pl i ~i passaggi si ot t iene: 

''l' ... ? 'f' 2 '2 
z MZ = r 'll:r +0(. + ?O(r h>=lIrH so+~ - 21li(.nrll nbll 

''l' ? 
Dal i.pot~si fa .. 11) seque 'Z lI'!z :> (, I rl! l,hl' - Cl{) )=0 e 

questo c0nclude la dilllostrazione. 
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