Slip surface search in slope stability analysis

V.R. GRECO *, G. GULLA **

SummMARrY: This paper presents a method for locating the slip surface with the lowest safety factor. The method is
- based on Nonlinear Programming and uses the pattern search method and the SUMT technique. The slip surface is
approximated by a broken line whose coordinates at the vertices are the variables involved in the minimization pro-

blem.

From these preliminary results it is to be observed that the approximation is still good even when the number of ver-
tices is small. The critical surfaces were found to be noncircular in shape.

1. Introduction

The limit equilibrium method can be suc-
cessfully adopted in slope stability analysis to
obtain an easy and rapid estimate of the global
equilibrium conditions of a soil mass situated
between the topographic surface and one along
which the failure is assumed to be present.

Since no general methods as yet exist to
identify the potential slip surface having the
lowest safety factor, it is indispensable to in-
vestigate a wide range of possibilities. The pro-
blem is further aggravated by the fact that it
is impossible to foresee the shape a particular
slip surface might assume. Although it is rela-
tively easy to analyze circular slip surfaces due
to the limited number of variables defining
them, the problem becomes much more com-
plicated when no constraints are placed on the
slip surface shape.
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Fig. 1. - Cross section of slope with broken line approxi-
mating the slip surface.

Fig. 1, - Sezione di un pendio a spezzata approssimante
la superficie di scorrimento.
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One recent approach to the problem utilizes
the Calculus of Variations to search for a func-
tion f(x), which represents the slip surface and
which can minimize the safety factor [ReviL-
LA and CaAsTILLO, 1977; BaAkeErR and GERBER,
1978]. However some doubts regarding the ap-
plicability of this method have been raised
by DE JonG [1980].

BouTtrupr and LoveLL [1980] and SieEGEL, Ko-
vacs and LoveLy [1981] have proposed a me-
thod involving a random generation of pos-
sible slip surfaces approximated from a bro-
ken line, whose coordinates at the vertices re-
present the problem variables. This method,
which can be classified among the so-called
Monte <Carlo methods [Luus and JaaAkoLA,
1973], is one of the simplest direct search me-
thods currently available. However, it does
have one weakness in that it is unable to in-
corporate data pertaining to previous investi-
gations on other slip surfaces.

The Descent Methods from Nonlinear Pro-
gramming take as their starting point a trial
solution, i.e. an admissible surface, and then
work towards solutions with a progressively
lower safety factor until such time as the lo-
west- possible one is reached. This particular
approach has been adopted by CELEsTINO and
DuncaN [1981] who suggest using the « alter-
nating variables method » in searching for the

“optimal solution. It is, however, well known

that the method does not always converge to
an optimal solution in a finite time whenever
those curves with equal safety factor (equipo-
tential surfaces) are considerably elongated in
a direction parallel to none of the coordinate
axes (fig. 2). .

Whilst our project was nearing its comple-
tion two interesting proposals were made for
finding the slip surface with-the lowest safety
factor. NGUYEN [1985] proposed using the
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« simplex method » whereas Arar and TaGyo
[1985] suggested a method based on the « con-
jugate gradient method » [FLETCHER and REE-
VES; 1964] which they applied to the simpli-
fied method of JanBu [1957]. It must be poin-
ted out, however, that the former is only effi-
cient in solving problems which involve a li-
mited number of variables.
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Fig. 2. - Minimization procedure in the altetnating varia-
bles method.

Fig. 2. - Procedura di minimizzazione con il metodo delle
variabili alternate.

In the method proposed in this paper, the
problem of locating the potential slip surface
with the lowest safety factor is tackled by
searching for the minimum of a nonlinear
function nonlinearly constrained.

All unfeasible solutions are discarded by
means of the « barrier method », and the un-
constrained search is carried out by the pat-
tern search method [Hooke and JEgves, 1964].
Some modifications had to-be introduced into
the latter in order to deal with the particular
problem examined. !

The analysis is performed in terms of ef-
fective stress and of plane deformation state.
In order to simplify the problem the soil has
been assumed homogenecous and free from
pore pressure.

The safety factor has been calculated ac-
cording to the simplified method of JansBu
[1957], since its computation time is conside-
rably shorter than that required by the other
methods used in analyzing surfaces of any
shape [MORGENSTERN and PRICE, 1965; SPENCER,
1967]. However, it must be pointed out that
the choice of this particular computation me-
thod is not in any way binding when adopting
the method proposed in this paper.
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2. Formulation of the problem

Let us assume a Cartesian reference system,
xy, and let y = t(x) be a mathematical func-
tion describing the topographic surface.

The potential failure surface is represented
by a broken line with n vertices whose coor-
dinates are given by (x1,v1), (X2, ¥2) ..., (Xn, Ya)
(see fig. 1).

The vector

{X1, X2, vr Xn, V1, Y2 o0, Y } T (1)

in a 2n-dimensional space (R*™) locates the
point & representing a potential slip surface.
To every point & there corresponds a value of
the safety factor, F, which will also be the
so-called objective function.

The problem consiéts_ in finding the vector &
which minimizes the objective function F(E):

mgin F(€) (2)

Rather than considering the entire space R™,
the search is restricted to a subspace wherein
all unfeasible solutions are discarded.

A solution 'is considered feasible when the
first and last points of the broken line repre-

senting the potential slip surface both lie on

the topographic surface, i.e. when:

Vi = t(xi) i=1,n 3)
and when all the other points lie beneath it,
i.e. when:

vi<tx) i=2,.,n—1 (4)

Moreover, the consiraints:

X < Xipt i=1,.,n—1 (5)
prevent the slip surface from assuming unfea-
sible shapes such as those in fig. 3.

The search can be simplified by fixing the
range of values for each variable on the basis
of experience:
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Fig. 3. - Unfeasible arrangement of sli;ﬁ surface vertices.

Fig. 3. - Disposizione inammissibile dei vertici
della spezzata.

Xmin < Xi < Xmax i= 1, ey 11 (6)

Ymin < Vi < Ymax i= 1, ey 11 (7)



Therefore the problem of finding the criti-
cal slip surface with lowest safety factor is
solved by searching for the vector £ which mi-
nimizes the objective function (2):

rnr;in F(&) (2)

subject to 2 equality constraints:
hE) =y —tx) =0 (8)
h,(§) = ¥Yn — tx.) =0 9

to 2n — 3 inequality constraints:
g) =xi—ximu<Operi=1,..,n—1 (10)
g 14i(€) = t(xi) <0 peri=2,..,n—1 (11)

and/to/4n bounds:

ul(g) = Xmax — Xi > 0 per i= 1, e, (12)

Uisn(E) = Ymax — Vi >0 peri=1,..,n (13)

LiE) = Xmin — % <0 : peri=1,..,n (14)

1i+n(E) = Ymin — ¥i < 0 per i= 1, ey 11 (15)

3. Search for the minimum

The methods currently used in solving non-
linear programming problems can be divided
into two broad groups:

— gradient methods which, in their search
for the optimal solution, use data concerning
not only the objective function but also its de-
rivatives;

— direct-search methods which utilize data
concerning the objective function only.

Since the gradient methods utilize a much
larger body of data concerning the objective
function, they 'should obviously be much more
efficient than direct search methods. Unfortu-
nately however the safety factor function is
not easily differentiable, especially in the case
of those stability methods where all the equi-
librium conditions are satisfied. Moreover, it is
impossible to calculate F exactly since some
errors have to be allowed when the iterative
procedure used in its calculation has to be
stopped at a certain point. Further errors are
introduced by the number of slices into which
the potential landslide is subdivided.

Consequently serious difficulties are encoun-
tered even when the partial derivatives of F
are calculated numerically: the increment in
each variable must be sufficiently large to esti-
mate the difference in F between two succes-
sive points whatever the error involved and it
must be sufficiently small to enable a descent
direction to be found (i.e. a direction along
which F is decreasing).

It therefore seems preferable to employ di-
rect search methods such as the alternating
variables method, the rotating directions me-
thod [RoseEnBrock, 19607, the simplex method
[SPENDLEY et al., 1962], the pattern search me-
thod and the PowtLL method [1964].

All these methods begin the search for the
optimal solution from a trial point, &, in a
2n-dimensional space. This point represents a
trial feasible surface and generates a succes-
sion of points, &, &, ...,Em such that the res-
pective values of the objetive function are
decreasing:

FEF>F>F>..>Fa (16)

The search is halted when in two successive
points, & and &i,,, the values of the safety fac-
tor, ‘F; and Fi.., are different for a quantity
smaller than a prescribed positive number, €,
such that:

Fi — Fiau<e an

or when the amplitude of the last step is smal-
ler than a prescribed positive number, &, such
that:

||Ei+l'—Ei“<8 (18)

In the rotating directions method and in the
Powell method, which are operated by succes-

-sively varying the search directions, some of

the problems encountered in using the alter-
nating variables method are overcome. As in
the latter, however, several evaluations of the
safety factor have to be obtained so that it can
be minimized in each search direction. Since
an evaluation of the objective function is ‘nei-
ther quick nor easy, especially when‘ using me-
thods such as those proposed by MORGENSTERN
and Price [1965] and SPENCER [1967]; these
search methods tend to be rather slow.

The pattern search method [Hooke and JEE-
VIS, 1964] can also require numerous evalua-
tions of the objective function. It is however
an easy and reliable programming method
when dealing with problems involving « rid-
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ges » and « valleys ». This is a very important
feature whenever, as in our case, the « shape »
of the objective function is unknown.

The pattern search method is articulated in
two distinct stages: exploration and extrapo-
lation.

In the exploration stage each variable is in-
creased or decreased in turn by the current
value of the step in order to obtain a decrease
in the objective function. When no decrease oc-
curs it is assumed that the neighbourhood of
the minimum has been reached. At this point
the search has to be intensified by considering
smaller increases in the variables. The length
of the step is then reduced and the procedure
iterated.

Once the exploration phase has been com-
pleted the extrapolation stage is initiated. In
this phase the global move developed in the

exploration stage is repeated and a new point

0
V() ={ .

Although the use of this barrier fuction is
perfectly feasible whenever inequality cons-
traints are involved, it is unable to deal with
equality constraints. In the particular case
discussed here, for example, the increments at
each move in the variables x; and x, would
fail to verify the constraints (3).

— ph_‘islg [—2(®)]
and Vi(E) = =1

+ oo

By performing the minimization in this way,
y1 and y, are allowed to differ from t(x;) and
t(x2) respectively. The failure to verify eq. 3 in-
troduces a penalty given by egs. (19), (21) and
(22), which alters the value of the objective
function. o

Although this strategy has been successfully
adopted, in many cases it does create conside-
rable problems in estimating F. We therefore
decided that all the variables should be varied
independently except for y; and y. which are
updated in such way that, when x; and x. are
modified, eq. 3 is always verified. The proce-
dure proved extremely efficient once it had
been modified in this way.
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whén £ is inside the feasible set

+ o0  when £ is oﬁtside- the feasible set

when gi(€) <0 peri=1,..,n

is accepted whenever a decrease in F is ob-
served.

The exploration and extrapolation stages are
then alternated until the arrest criterion is ve-
rified.

The pattern search method was originally
formulated to deal with unconstrained pro-
blems only. It was later extended with the help
of the SUMT technique [Fiacco and McCor-
MICK, 1964, 1966] to deal with constrained pro-
blems.

In order to solve constrained problems and
prevent the solution from falling outside the
feasible set, this technique uses an augmented
objective function:

G® = F® + VE) (19)
where V(E) is a barrier function defined gene-

rically as:

(20)

This problem can be overcome by expressing
the barrier function in the form:

V(E) = Vi(®) + Va(§) (21)
where
Vi(g) =p E} h?(€) (22)

(23)

when g 1i: gi(E) >0

It .must be pointed out that the minimum
calculated by the pattern search method, as
indeed by all minimization methods is a local
minimum only. It is therefore impossible to
exclude the existence of several local minima.

Additional problems can arise in the case of
functions characterized by large zones in the
neighbourhood of the minimum where varia-
tions in the objective function are very slight.
In these regions a premature arrest of the mi-
nimization procedure can easily occur.

In spite of the fact that a premature solu-
tion can be very different from the optimal
solution, the error in F is however still very
small.



The problem of finding the global minimum
of the objective function has yet to be solved.
It is not possible to ascertain theoretically
whether the minimum found is a global mini-
mum or a purely local one. Although a repea-
ted use of the procedure starting from diffe-
rent trial solution can be an useful means of
search, it is unable to exclude the possibilty
that several other local minima are present.
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Figg. 4-6. - Trial slip surfaces (dashed lines) and critical
slip surface (unbroken line).

Figg. 46: - Superfici di scorrimento di tentativo (in trat-
Ieggio) e relative critiche (con linea continua).

4. Conclusions

The method presented has been tested by
analyzing the stability of the slope shown in
fig. 4. The geotechnical parameters utilized
were those found by Tancrepr [1980] for Ita-
lian variegated clay shales (¢’ = 2.57 t/m’
¢ = 17°, v = 1.93 t/m’). Although this parti-
cular example does not enable a general con-
clusion to be formulated, some important re-
sults did emerge. .

Figs 4-6 show some feasible trial surfaces
(dashed lines) together with the critical sur-
face obtained by the minimization method des-
cribed (unbroken lines). It can be observed
that the critical surfaces determined from the
various trial surfaces are always the same.
This may perhaps be due to the existence of a
single or global minimum.

Figs. 7-12 show the critical slip surfaces (un-
broken lines) and the trial surfaces having a
different number of vertices (dashed lines). It
is to be observed that by increasing the num-
ber of vertices the critical surface is better ap-
proximated. However the approximation is still
good even- when the number of vertices is
small. When four vertices are used instead of
two the safety factor improves by 36% from
four to ten the improvement is only 3% and
from seven to ten a mere 0.3%.

Where the shape and position of the criti-
cal surface are concerned, the difference is
very slight between broken lines with four and
ten vertices. This can be seen very clearly in
fig. 13 where critical slip surfaces having four-
nine vertices (dashed lines) can be compared
with one having ten (unbroken line).

Figs. 14 and 15 show how the solution evol-
ves from a starting surface or trial solution.
It can be seen that in searching for the mini-
mum a relatively large area was investigated.

Figs. 16 and 17 show the minimization pro-
cedure applied to slopes of irregular shape. In
this case the critical surface determined from
the trial surfaces was also the same.

Both in the first example considered and in
these last ones the critical surfaces were found
to be noncircular in shape. This result is in
agreement with the findings of Arar and Ta-
Gyo [1985].

From these preliminary investigations it
would appear that no substantial problems or
difficulties are to be encountered in applying
nonlinear programming methods to the search
for critical slip surfaces.
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Figg. 7-12. - Starting slip surfaces (dashed lines) and critical slip surfaces (unbroken lines) for broken lines having diffe-
rent number of vertices.

Figg. 7-12. - Superficii di partenza (in tratteggio) e relative superfici critiche (con linea continua) al variare del numero di
vertici della spezzata.
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Fig. 13. - The dashed lines ‘limit the zone containing the
critical surfaces with five to nine vertices. The solid line
represents the critical surface having ten vertices.

Fig. 13. - Le linee in tratteggio contengono le spezzate con
un numero di vertici da cingque a nove, la linea continua
rappresenta, invece, la spezzata di dieci vertici.
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Figg. 14-15. - Evolution of slip surface from trial surface
to critical surface.

Figg. 14-15. - Evoluzione della superficie di scorrimento
da una di tentativo a quella critica. ’
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SOMMARIO

Ricerca della superficie di scorrimento nelle analisi di
stabilita

L’analisi di stabilitd dei pendii con i metodi dell’equili-
brio limite consente di valutare, in maniera assai sempli-
ce e rapida, lo stato di equilibrio globale di un volume
di terreno compreso tra la superficie di campagna ed una
superficie lungo la quale si ipotizza possa localizzarsi la
rottura.

Poiché, in generale, non si dispone di un metodo di in-
dividuazione della potenziale superficie di scorrimento,
che da luogo al minimo coefliciente di sicurezza, occorre
necessariamente che venga esaminato un numero suffi-
cientemente elevato di potenziali superfici di scorrimen-
to. Notevoli difficoltd derivano, anche, dalla circostanza
di non poter prevedere la forma di tale superficie. Men-
tre, infatti, nelle analisi che ipotizzano superfici di rot-
tura circolari la ricerca & resa pii agevole dal numero
esiguo di variabili, che definiscono la geometria del po-
tenziale corpo di frana, nelle analisi che non pongono
vincoli alla forma di tale superficie questa indagine ri-
sulta assai pili complessa.

Recentemente il problema & stato affrontato facendo
ricorso al Calcolo delle Variazioni, procedendo alla ricerca
della funzione f(x), rappresentante la superficie di rottu-
ra, che rende minimo ‘il coefficiente di sicurezza [ReviLia
e Castiuo, 1977; BAKER e GERBER, 1978]. Tuttavia, alcuni
dubbi sull’applicabilita di gquesta metodologia sono stati
sollevati da De Jonc [1980].

BouTtruP e LoveLL [1980] e SieGEL, Kovacs e LoveLL [1981]
hanno impiegato metodi di generazione causale di pos-
sibili superfici di scorrimento, approssimate mediante spez-
zate, le cui coordinate dei vertici rappresentano le varia-
bili del problema (fig. 1). Questo metodo, che rientra tra
i metodi di Monte Carlo [Luus e Jaakora, 1973], non con-
sente, pero, di utilizzare le informazioni precedentemente
trovate, esaminando altre superfici di scorrimento, per de-
terminare via via superfici pitt pericolose.

I «Metodi di discesa » della Teoria dell’Ottimizzazione
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permettono, invece, partendo da una soluzione di tentativo
(vale a dire da una superficie ammissibile), di migliorare
iterativamente tale soluzione per pervenire a quella otti-
ma (superficie critica), caratterizzata dal minimo valore del
coefliciente di sicurezza. CeLESTINO e DuNcaN [1980] hanno
usato il « metodo delle variabili alternate ». Ma notoria-
mente questo metodo pud non convergere verso la solu-
zione ottima in un tempo finito quando le superfici ad
uguale valore della funzione coefficiente di sicurezza (su-
perfici equipotenziali) risultano piuttosto allungate in una
direzione non parallela ad alcuno degli assi coordinati
(fig. 2).

Mentre questo lavoro era prossimo alla conclusione sono
apparsi due importanti studi. Arar e Tacyo (19851 hanno
proposto di ricercare la superficie di scorrimento con
minimo coefficiente di sicurezza con il « metodo del gra-
diente coniugato » [FLETCHER e REEVES, 1964] applicandolo
al metodo semplificato di JanBU [1957], NGUYEN [1985] uti-
lizza, invece, il « metodo del simplesso », che tuttavia ri-
sulta efficiente solo per problemi con poche variabili.

Nella presente nota viene affrontato il problema della
ricerca della superficie critica di scorrimento, caratteriz-
zata dal valore minimo del coefficiente di sicurezza, nel-
I'ambito della Teoria dell’Ottimizzazione e viene presentato
un metodo efficiente per operare tale ricerca.

Le soluzioni non ammissibili vengono scartate facendo
ricorso al metodo della « funzione di barriera », mentre la
ricerca non ‘vincolata viene eseguita con il metodo « pattern
search » [HookE e JEEVES, 19641, con alcune modifiche rese
necessarie dal particolare problema in esame.

L’analisi viene condotta in termini di tensioni effettive
e di deformazione piana, mentre, per semplicith di trat-
tazione, il pendio viene supposto privo di falda ed il ter-
reno Omogeneo.

Il calcolo del coefficiente di sicurezza & stato eseguito
con il metodo semplificato di JanBu [1957]. Rispetto ad
altri metodi utilizzabili per superfici di forma qualsiasi
[MORGENSTERN e PRICE, 1965; SPENCER, 1967] questo metodo
risulta assai rapido e consente di avere sensibili riduzioni
nei tempi di calcolo. Ad ogni modo questa scelta non &
vincolante per il metodo di ricerca proposto.

Assumiamo un sistema di riferimento cartesiano, Oxy,
ed indichiamo con y = f(x) una funzione matematica rap-
presentante il profilo topografico.

La potenziale superficie di rottura viene rappresentata
con una spezzata di n vertici di coordinate (x1, y2), (%,
vz}, ..., (Xa, yo) (fig. 1) Indicato con & il vettore [x1, Xz, ..., X,
¥, ..., yal , il coefliciente di sicurezza, F, risulta funzione
delle 2n variabili racchiuse nel vettore & Il nostro obiet-
tivo & quello di ricercare il vettore E, che minimizza la
funzione F(E) (eq. 2).

Questa ricerca non va estesa a tutto l'insieme R*, ma
ad un suo sottoinsieme che escluda le soluzioni inammis-
sibili.

Perché, infatti, una soluzione sia ammissibile, occorre
che il primo e l'ultimo punto della spezzata, che costitui-
sce la potenziale superficie di scorrimento, ricadano sul
profilo topografico (eq. 3), mentre, i restanti punti devono
stare al di sotto di detto profilo (eq. 4). Le condizioni
date nella relazione (5) impediscono, inoltre, che la super-
ficie di rottura possa assumere forme inconsuete o inam-
missibili come quelle raffigurate nella fig. 3.

E possibile, infine, agevolare la ricerca, fissando per
ogni variabile- dei valori massimi e minimi sulla base del-
I'esperienza (eqq. 6 e 7).

I metodi per la risoluzione dei problemi di program-
mazione non lineare si raccolgono in due grandi gruppi:

— metodi del gradiente, che ricercano la soluzione ot-
tima utilizzando informazioni sulla funzione obiettivo e
sulle sue derivate;

— metodi’ di ricerca diretta, i quali adoperano sélo in-
formazioni sulla funzione obiettivo.



Poiché i metodi del gradiente si avvalgono di maggiori
informazioni circa la funzione obiettivo, essi risultano piu
efficienti che non quelli' di ricerca. Ma il coefficiente di
sicurezza & differenziabile con difficolta, in quanto, se
espresso in termini di tensioni effettive, non & esplicita-
bile. Per lo stesso motivo F non & valutabile con preci-
sione, poiché la procedura iterativa per determinarlo deve
ad un certo punto essere arrestata, accettando di commet-
tere un certo errore. Un ulteriore errore dipende, inoltre,
dal numero di strisce in cui si divide il potenziale corpo
di frana.

Per queste ragioni esistono serie difficolth a calcolare
le derivate parziali di F anche numericamente, in quanto
l'incremento su ciascuna variabile dovrebbe essere suffi-
cientemente grande da fare apprezzare la differenza in
F() in due successivi punti, nonostante gli errori di cui
F ¢ affetto, e sufficientemente piccolo da fornire attendi-
bili informazioni sulla direzione nella quale F decresce
(direzione di discesa).

Questa circostanza consiglia 1'uso dei metodi di ricerca
diretta, come sono appunto il metodo delle variabili al-
‘ternate, quello delle direzioni rotanti [RoSENBrocK, 19607,
il metodo del simplesso [SPENDLEY ef al., 1962], il pattern
search ed il metodo di PowgLL [1964].

In tutti questi metodi la soluzione viene ricercata in
uno spazio a 2n dimensioni partendo da un punto, di
tentativo &, e passando successivamente ai punti &, & ...,
En in modo che.la successione dei corrispondenti valori
della funzione obieitivo sia decrescente (eq. 16).

La ricerca ha termine allorché in due successivi punti,
g ek 41 i valori della funzione F; e F, i differiscono di
una quantita minore di un prefissato £, oppure, a scelta,
se 'ampiezza del passo per portarsi dal punto & al suc-
cessivo, & _,, &€ minore di un prefissato § (criteri di arre-
sto) (eqq. 17 e 18). .

Il metodo di Powell e quello delle direzioni rotanti, va-
riando successivamente le direzioni di ricerca, consentono
di superare alcuni dei problemi del metodo delle direzioni
coordinate, ma, al pari di esso, provvedendo a minimiz-
zare la funzione obiettivo in ogni direzione di ricerca, ri-
chiedono molte valutazioni della stessa. Questa caratteri-
stica in problemi in cui la valutazione della funzione
obiettivo non & immediata, rende questo metodo piutto-
sto lento.

In effetti anche il metodo pattern search [HoOOKE e JEE-
VES, 1964], pud richiedere un consistente numero di valu-
tazioni della funzione. Ma risulta un metodo facile da pro-
.grammare e molto affidabile per problemi con andamento
irregolare della funzione obiettivo. Questa caratteristica
¢ molto importanie in problemi, come il nostro, in cui
non si conosce a priori la « forma » della funzione obiet-
tivo.

Il metodo pattern search si articola in due distinte fa-
si: esplorazione ed estrapolazione.

Nella fase di esplorazione ciascuna variabile, a turno,
viene incrementata o decrementata del valore corrente del
passo, fissato a priori, per ottenere un decremento della
funzione obiettivo. Se non si hanno decrementi di F, si
presumie di essere nei pressi del minimo ed occorre in-
dagare la funzione obiettivo con una precisione maggiore.
11 valore del passo viene, allora, ridotto ad un’aliquota di
quello precedente.

Esaurita la fase di esplorazione si passa a quella di
estrapolazione, in cui si ripete in direzione e lunghezza
il passo globale sviluppato durante l'esplorazione, accet-
tando il nuovo punto se esso migliora la funzione obiet-
tivo.

Le fasi di esplorazione ed estrapolazione sono alternate,
fino a quando, verificandosi il criterio di arresto, la ricerca
ha termine. :

Il pattern search era stato, originariamente, formulato
per problemi non vincolati, ma, successivamente & stato
esteso anche alla risoluzione dei problemi vincolati uti-

lizzando la tecnica del metodo SUMT [Fiacco ¢ McCorMICK,
1964, 1966].

Per risolvere i problemi vincolati ed impedire che du-
rante la ricerca ci si sposti oltre le funzioni di vincolo,
nella regione non ammissibile, questa tecnica propone di
sostituire alla funzione obiettivo, F, una funzione aumen-
tata (eq. 18), ove V(E) & una funzione di barriera definita
genericamente neil’eq. 20.

Questo tipo di funzione di barriera & accettabile per
vincoli di disuguaglianza, ma pud creare alcuni problemi
per i vincoli di uguaglianza. Nel nostro caso, ad esempio,
gli incrementi sulle variabili x1 ed x. provocherebbero ad
ogni passo la mancata verifica dei vincoli (3).

Per superare- queste difficolta si possono introdurre le
funzioni in eq. (8-11) e porre la funzione di penalita nella
forma (21).

In questo modo, affinché la soluzione possa evolvere
verso il minimo viene, ammesso che hi(€) e h:(E) possano
differire da 0 e, conseguentemente, .che yi ed y» possano
differire, rispettivamente, da t(x:) e da t(x.). La mancata
verifica della (2) provoca una penalita, data dalle (19), 21)
e (22), con cui viene alterato il valore della funzione obiet-
tivo.

Questa via, spesso perseguita con successo, provoca, pe-
ro, notevoli difficoltd nella valutazione del coefficiente di
sicurezza ed & stata pertanto abbandonata.

Si ¢ allora deciso di far variare indipendentemente
tutte le variabili eccetto yi ed ya, che vengono aggiornate
subito dopo aver modificato x: ed xa in modo da verifi-
care costantemente la.(3).

La procedura cosi modificata. ¢ risultata efficiente.

Occorre precisare che il minimo determinato con il me-
todo pattern search, come con qualsiasi altro metodo di
minimizzazione, &¢ un minimo locale, nei limiti della pre-
cisione che un metodo numerico permette di ottenere. Non
puo essere, infatti, a priori escluso che la funzione obiet-
tivo sia dotata di pilt minimi locali, nel gual caso occor-
rerebbe trovare il minimo globale.

Ulteriori incongruenze possono derivare dalla presenza
di funzioni obiettivo caratterizzate da larghe zone, in cor-
rispondenza del minimo, in cui il valore della funzione
obiettivo varia poco. In tali zone la procedura di ricerca
pud avere un arresto precoce.

Per tali funzioni, tuttavia, pur potendosi avere consi-
stenti differenze nella posizione della superficie critica de-
terminata a partire da differenti superfici di tentativo, non
si riscontrano differenze apprezzabili ai fini tecnici nella
valutazione del coefficiente di sicurezza.

11 problema della minimizzazione globale della funzione
obiettivo resta, invece, un problema aperto. Non siamo,
infatti. in grado di stabilire per via teorica se un minimo
trovato ¢ un minimo locale oppure se & il minimo glo-
bale. L'impiego ripetuto della procedura di minimizzazio-
ne a partire da superfici di tentativo differenti pud essere
un utile mezzo di indagine ma non consente di escludere,
in via generale, la presenza di pit minimi locali.

Il metodo qui presentato & stato testato nei suoi aspet-

" . ti generali utilizzandolo per l'analisi di stabilita di un

pendio, privo di falda, costituito da terreno omogeneo cui
sono stati attribuiti i parametri geotecnici determinati da
TANCREDI [1980] per argille varicolori molisane: ¢’= 2.57
t/m2, o' = 17°, v = 1.93 t/m3.

Nelle figure da 4 a 6 sono riportate, a tratteggio e cor
diversi simboli sui vertici, alcune superfici di tentativo
ammissibili, ed a tratto continuo la superficie "di scorri-
mento critica. Come pud osservarsi, in questo caso la su-
perficie critica determinata a partire da differenti su-
perfici di tentativo & sempre la stessa. Questo, potrebbe
essere attribuito alla presenza di un solo minimo (minimo
globale).

Le figg. da 7 a 12 mostrano le superfici di scorrimento
critiche (con tratto continuo) e le superfici di tentativo
(in tratteggio) con un diverso numero di vertici. Si pué
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notare come aumentando il numero dei vertici la superfi-
cie critica & approssimata sempre meglio, sebbene anche
superfici con un numero esiguo di punti siano, a fini tec-
nici sufficientemente approssimate. Passando, infatti, da
due a quattro vertici, il miglioramento nella valutazione
del coefficiente di sicurezza & di circa il 36%, mentre pas-
sando da quatiro a dieci vertici si ha un miglioramento
del 3%, e da sette a dieci vertici di solo lo 0.3%.

Riguardo alla forma o alla posizione della superficie
critica, non & rilevabile una consistente differenza tra le
superfici critiche _determinate usando da quatiro a dieci
vertici. Cid pud essere osservato dalla fig. 13 in cui sono
riportate nella zona in tratteggio le superfici critiche con
un numero di vertici da quattro a nove e, con tratto con-
tinuo, quella con dieci vertici.
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Le figg. 14 e 15 danno conto dell’evoluzigne della super-
ficie di scorrimento durante l'esecuzione della procedura
di minimizzazione, mentre nelle figg. 16 e 17 sono ripor-
tate le superfici critiche e alcune superfici di tentativo per
pendii con profilo irregolare. Anche in questo caso la su-
perficie critica determinata a partire da alcune differenti
superfici di tentativo si & dimostrata essere la stessa.

Sia in questi ultimi esempi che nei precedenti & visi-
bile un certo scostamento dalla circolaritd delle superfici
critiche. Questa osservazione appare in accordo con il la-
voro di ArRAI e Tacyo [1985].

Questi primi risultati, sebbene parziali, permettono di
affermare che, in generale, non vi sono problemi o diffi-
colta sostanziali all'uso della Programmazione non lineare
per la ricerca della superficie di scorrimento critica.
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