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Introduzione

11 problema di interpolare "in maniera morbida"
insiemi ordinati di punti e’ stato affrontato da tempo sia
con lo scopo di estrarre la maggior quantita’ di
informazione possibile da dati sperimentali sias in
applicazioni piu’ propriamente grafiche, con lo scopo di
riprodurre e memorizzare forme date con un numero limitato
di punti. In guesta sedes; l’attenzione sara’ rivolta al
secondo degli aspetti citati.

I metodi di interpolazione finora proposti forniscono
tutti valide soluzioni ma presentano comportamenti assai
diversi fra loro. Tali comportamenti sono agevolmente
guantificabili dall’analisi delle espressioni matematiche
che definiscono 1 singoli metodi : da tali espressioni si
possono cioce’® ricavare le caratteristiche di continuita’
delle curve di interpolazione e delle loro derivate, gli
andamenti della curvaturas la presenza o©o meno di
proprieta’ locale.

Tutto cio’ e’ di estrema importanza,; ma, da un punto

di vista d’utente, non esaurisce 1’insieme delle
conoscenze necessarie a chiy dovendo riprodurre o
memorizzare una forma, deve scegliere 11 metodo di

interpolazione migliore e, in conseguenza, determinare un
insieme adeguato di punti che gli consenta di ricostruire
la forma data con un errore limitato.

E° bene precisare che tale "errore" non e’
riconducibile, quando si considerano applicazioni
grafiche; al solo scarto fra 1la forma riprodotta e
1’originale ma richiede la considerazione di molteplici
altri elementi gqualil l’assenza di "rumore grafico" (che si
traduce 1n incertezza del tratto nel disegno) e di
variazionl brusche e sgradevoli della curvatura .

Queste osservazioni portanoc & concludere che un
"giudizio wvisivo"” sul risultato ottenuto applicando un
metodo di interpolazione e’ in definitiva 1’uniceo valido
metro della bonta’ di una riproduzione grafica . Ed e’
importante osservare che e’ a tale criterio che si
riferiscono 1 principall studiosi.

Acquista quindi notevole 1nteresse un confronto
pratico fra i risultati forniti dai vari metodi nel
riprodurre curve fondamentali quali circonferenze e



coniche in genere, poligoni e sinusoidi . La riproduzione
di tali curve s gia’ di per se’ significativa per molte
applicazioni , assume ancor piu’ importanza ove si osservi
che figure complesse possono pensarsi "scomponibili” in
tratti di esse.

L?’interesse per un tale confronto e’ ulteriormente
rafforzateo dalla mancanza di qualcosa di analogo nella
letteratura corrente. Benintesoc, cio’ non e’ senza

motivo. Le conclusioni che da tali confronti possono
essere tratte devono essere molto caute per le ragloni che
sSeguono

- metro di "giudizic visivo'" : infatti, anche se tutti
concordanc nel ritenerloc come 1’unicoc valido in
applicazioni grafiche esso ha la caratteristica di
non essere che scarsamente quantificabile e quindi
conserva un’impronta soggettiva che non consente matl
conclusioni drastiche 3

- la scelta dei punti su cuil deve operare il metocdo e’
ancora affidata all’esperienza dell’utente. Da questo
punto di vista particolare interesse rivestono i
metodi di interpolazione che godono di proprieta’
locale, ovvero quei metodi in cuil lo spostamento di
un punto influisce non su tutta la curva interpoclata,
ma solo su una ben definita porzione di essa .

Nonostante gli argomenti precedenti consiglino guindi
notevole cautela nel valutare 1 risultati di un confronto
pratico sul compor tamento dei vari metodi di
interpolazione, e’ parsc ches; non spingendosi oltre certi
dettagli nella valutazione 5 potessero essere messi in
evidenza (e quindi confrontati) almeno 1 seguenti aspetti

- numerc del punti necessari per riprodurre una data
forma

- capacita’ dei singoli metodi di riprodurre forme
anche molte diverse tra loro (es. circonferenze e
poligoni)

- facilita’® di impiego da parte di un utente non
particolarmente espertoc .

Con le premesse elencates;i risultati di guesto lavoro
possono essere di interesse non solo accademicos ma anche

ot
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pratico ® possono stimolare ad ulteriore attivita’® tesa
sia al wmiglioramento dei metodi in genere sia alla
selezione di insiemi ottimali o pseudo-ottimali di punti
da interpolare .



RASSEGNA DEI PRINCIPALI METODI DI INTERFQLAZIONE
Negli ultimi venti anni 1 problemi concernenti la
generazione e la riproduzione di curve e superficli hanno
vigto radicalmente mutats la loro impostazione attraverso
1’introduzione e 1 uso masseiccio degli e#laboratord
elettronici.

Diversi rami dell’informatica attuale si coCcupano
esplicitamente di studiare e progettare architetture
Hardware e di sviluppare pacchetti Software per una
gestione ottimale di talil problemi e di  altre
problematiche connesse: CAD (Computer Ailded Design), CAM
{Computer Aided Manufacturing), CAGD (Computer Aided
Geometric Design) ecc. ecc.

La generazione di curve e superfici e’ di
fondamentale 1mportanza nelle attivita’ piu’ svariate come
la progettazione di carrozzerie di auto, scafi di navi,
fusoliere ed ali di ARTE0 s pale di eliche, sucle di
scarpe, bottiglie ecc. ma anche per la descrizione di
fenomeni geologici,fisicl e medici.

Prima dell’avvento dei computers si utilizzavano
strumenti di "geometria descrittiva. Una superficie era
definita da un insieme di curve: questa informazione era
sufficiente a determinare una sagoma dalla qguale si
otteneva poi il prodotto finale.

0ggi invece e’ possibile "pilotare” direttamente la
generazione delle forme attraverso il controllo di un
elaboratore: per far cioc’ e’ peroc’ necessario "convertire
le definizioni delle curve e delle superfici 1nouna
rappresentazicne computer-—compatibile.

Come passo i1nirzriale le forme wono "digitalizzate”
cice’ sostituite con delle punteggiate con procedimenty
che possono essere manuall od autcmatici.

I metodi che consentono di ripercorvrere 11 cammino a
ritroso, cioe’ di ricostuire la forma oraiginarya a pavrtaire

da un insieme discreto di puntil LET AN cicomnsiderati
limitandosi cerao’ @l loro studic  nel clancs irfalta,
nonostante gli oggetti del norda  reale  gianc  sompre
tridimensionali. la maggicoranca delle tecrmiche di disegno

El

1
con cul si e solitl ceappresentacre questa  reaita’ o
bidimensionale.

-

Nel prendere in esams 1 metodi ohe a pacrtire da  anr
insieme discreto da punrt g defimecone o anecdello
matematico per la generazions da T R = tnpoc b ante

chiarire come tall curve debhbano sssere legate & questl



punti: ci sono metodi che generano curve che passanc "per"”
tutti 1 punti dati (e allora si parla di INTERPOLAZIONE) e
metodi nei guali le curve passano "vicino" ai punti dati
(APPROSSIMAZIONE) .

In cio’ che segue ¢ci occuperemo esclusivamente di
metodi di interpoclazione con la scla eccezione di un
metodo molto usato che non rientra esattamente 1n nessuna
delle due categorie citate. Diciamo subito che tali
metodi saranno da considerarsi tanto migliori gquanto piu’
presenterannc alcune delle caratteristiche sotto elencate:

- LOCALITA’: la modifica di una porzione di curva non
i1 ripercuote sull’intera figura. Per ottenere cioc’,
uno deti metodi piu’ semplici e’ realizzare
l17interpclazione giustapponendo archi di curva
ciascuno dei gquali e’ interamente determinato da un
sottoinsieme di  punti dati: in generale tali archi
congiungono coppie di punti adiacenti e prendono i1
nome di SPLINES.

- FLESSIBILITA’: capacita’ di riprodurre le forme piu’
varie.

- CONTINUITA?: e’ richiesta la continuita’ almeno della
derivata prima. La continuita’ delle derivate di
ordine superiore e’ desiderabile ma non essenziale Iin
molte applicazioni.

- INVARIANZA della curva di interpolazione rispetto a
rotazioni, traslazioni, cambiamenti di fattore di
scala.

- la scelta dei PARAMETRI DI CONTROLLO deve essere
agevole anche per utenti non particoclarmente esperti.

1 INTERPOLAZIONE LINEARE
Sia
P o= A% 5y )
b 1 1
i1l generico purto del pieanc e sia dato t'imsieme ordinato

di puntil



{P ’P ’--.qu.l’P }
1 = il

L’interpolazione lineare connette unae gualsiasi coppila

(P P

v

con un segmento

P(t )y = ¢t P + (1 - £ ) P

i 1 1+1 1 i
cioe’:
#(t )y =t X + (1 - t )%
1 i 1+1 1 1
vt Yy =ty + (1 - t P
1 1 1+1 i i
con t € {0, 1] @ 1 = 1ls...0..0s71.

Notiamo che la curva di interpolazione che cosi’ 51
ottiene ha le seguenti caratteristiche:

- passa per 1 punti dati

>

- e’ continua

- e’ rnvariante per trasformaziont affini qualil
rotazioni, traslazioni, cambiamenti di fattore di
scala.

Questo metodo trova la sua applicazione aove sia
necessar1o riprodurre con una procedura semplice una forma
piana; scegliendo opportunamente la successione det puntl
s &7 possibile ottenere un errore assocluto di riproduz:ione
arbitrariamente piccolo.



c INTERPOLAZIONE POLINOMIALE

L’aggettivo "polinomiale" deriva dal fatto che in
guesto approccio 1 punti di un insieme ordinato sono
raccordati mediante una curva le cui componenti x(t) e
v(t) sono funziani polinomiali di un parametroc reale t.

Dato un insieme ordinato di punti

(P s P I
1 2 n

esiste uno ed un solo polinomio p di grado minore od
uguale ad n—-1 tale che

per ognuno deil punti P (x ,y ) dell’insieme.
1 1 1

Se interpolare n punti con un unico polinomioco e’

concettualmente facilestuttavia richiede calcoli
complessi per determinare 1 coefficienti; inoltre la curva
risultante puoc’ presentare oscillazionl indesiderate. Le

difficolta citate crescone con 1l valore di n.

Conviene percioc’, 1n generale, usare un polinomio di
grado k (k<n) ocpportunoc che interpoli al piu’ (k+1) punti
con  tratta polinomiali adiacenti: se tale curva

polinomiale a tratti di grado k ha derivate continue fino
all’ordine (k—-1) neil punti di vaccordo di due tratti, essa
prende 11 nome di SPLINE MATEMATICA.

Le diverse scelte del grado k hanno portato alla
defimizione di vari tip: di spline.

le curve woggl coneosciute come curve di  Bezier,
furonc separatamente sviluppate da P. de Castel jau nel
1929 e da P. Bezier nel 1962.



FIG 1



La teoria matematica che sta a monte del metodo e?
basata sulla definizione dei polinomi di Bernstein anche
se fu solo nel 1970 che R. Forrest scopri’ le relazioni
fra 11 lavoro svolto da Bezier e tali polinomi.

Bezier e de Casteljau svilupparono le loro teorie per
un sistema CAD assemblato in Francia dalle fabbriche di
auto Renault e Citroen.

Le curve di Bezier costituiscono tuttora la base di
molti sistemi CAD  rnonche’ di nuovi metodi per la
descrizione di forme e superfici.

Una curva di Bezier viene definita mediante una
successione di  punti che in generale non appartengonoc ad
essa (tramne i1l primoc e 1’ultimo) ma che costituiscono i
vertici di un poligone che, in quslche modo,; decide
l7andamento della curva (figura 1).

Sia

{P s P P N
O 1 2 n

la successione del punti. Allora il generice punto della

curva Pt)=(x(t),y(t)) sara’ espresso come:
n
P(t) =2 P 3 (t) 0 t g1
1=0 1 n,i
dove:
! i n-i
J Yy = () ¢t (1 - t)
MNal i
sond 1 polinomi di Bernstein.
11 grado del polinomi di Bernstein e’ quindi uguale

al numerc di vertici del poligoro di controllo meno unoc.

Inoltre, poiche’



ﬂao NN
si ha che
P(OY = P e P(1) = P
O n
cioce’ 1 punti iniziale e finale della sequenza da

interpolare appartengono alla curva di Bezier.

Si puo’ dimostrare che i1 polinomi di Bernstein godono
delle seguenti proprieta’:

mn
1) S I (e =1 £ €C0,17
k=0 Nk

che assicura che la relazione esistente tra la curva e 1
suoil vertici di definizione e’ invariante per
trasformazioni affinti.

2) J (t) > O per ogni telO,11
ﬂ,i
J () = 0O per ogni 1 <0 5, 1 > n
T‘!si
questa proprieta’™,; insieme alla (1), garantisce che 11
segmento di curva P(t) con tel O , 1 1 e’ interamente

contenuto nell’inviluppo convesso dei punti Pi .

3) J (t) = (1-t) J (t) + ¢t J (t)

n,i T'\)i"l T‘t'“lsi"‘l
questa proprieta’ e’ utile poiche’ fornisce un pratico
metodo per 1l calcolo dei polinomi di Bernstein.

Inoltre s1 osserva che le tangenti agli estremi sono
parallele ai lati iniziale e finale del poligono di
definizione.



11 metodo B-spline

4

Il metodo B-spline, che non e altro che una
generalizzazione del metodo di Bezier, ne migliora alcuni
aspetti e cioce’:

- il grado del polinomio che definisce la curva non e’
piu’ rigidamente legate al numero dei vertici del
poligono di controllo

- lo spostamento di un vertice non influisce
sull’interc tratto di curva definita dal poligono a
cui 11 vertice appartiene.

I polinomi caratteristici della B-spline differiscono
da gquelli di Bernstein per il lorc comportamento "non-
globale”, cioce’ sono funzioni N i,kt) diverse da O solo su
un sottointervallo [xy s Xj4+k+4 dell’intervalloc di
definizione del parametro.

In Qquesto modo ogni vertice del poligono di
definizione P{ e’ associato ad un’unica funzione: da qui
discende la non globalita’ del metodo aumentando di fatto
la capacita’ di localita’ del metodo stesso.

Inoltre le B-splines permettono di cambiare l’ordine
della curva senza dover cambiare il numerc dei vertici del
poligono di definizione.

L’eguazione parametrica della B-spline e’:

i}
P(t) = 3 P N (t)
1=0 1 i,k

dove 1 Pi sono gli n+l punti di interpolazione che
formano 1 vertici del poligono di definizione.

Le guantita’ N i,k(t) sono ricorsivamente definite a
partire da una serie ordinatae di numeri reali detti "nodi"
(knots) e



<
a < a 5 e e w e s loa

1 s n
che a loro volta formano il cosiddetta "vettore dei
nodi"
[a s & 5 v s eewoe - ]
1 2 n
Oltre al vettore dei nodis, un altro parametro

fondamentale del metodo e’ rappresentato dalla scelta
dell’ordine della curva: si puo’ dimostrare che fissando
l1’ordine della curva k uguale al numero dei vertici del
poligonoc di controllo; si ottiene una curva di Bezier.

Al decrescere dell’ordine la curva ottenuta tende ad
"adagiarsi” sul poligono di definizicne fino a coincidere
con esso per k=2.

L’ordine della curva e’ importante anche dal punto di
vista della "morbidezza" in quanto influisce sulla
continuita’ delle derivate dei vari ordini.

In generale la B-spline e’ detta funzione polinomiale
di ordine k (e grado k—-1) in gquanto verifica 1le seguenti
condizioni:

- la funzione di interpoclaziorne P(t) e’ polinomiale di
grado k-1 su ciascun intervallo (ta g &t & aq4q)

- P{(t) e le sue derivate di ordine 1 s 2 45 +..... s k=g
sono tutte continue sull’intera curva.

In conclusione 1le B-spline sono nettamente piu’
flessibill delle curve di Bezier poiche’ 1’utente, per
modificare la forma della curva puoc’ apportare ait
parametri di controllo modifiche di tipo differente :
cambiando il grado k della curva, con 2 £ k ¢ n+l, oppure
cambiando i1l rnumero o la posizione de: vertici del
poligono di definirione o la molteplicita’ dei nodi.

2

D’altra parte i1 loroe uso e piu’ complessa e



primo grado

Figura 2



richiede una maggiore esperienza da parte dell’utente.

A titolo di esempios la figura 2 mostra come varia
una curva al variare dell’ordine.

Il metodo Spline Cubica ( Cublic Spline )

In generale una spline matematica e’ formatas come
detto; da un insieme di tratti polinomiali di grado k con
derivate continue fino all’ordine k-1 nei punti di

giunzione dei vari tratti.

Come si puo’ intuire dal nome, la spline cubica e’
definita da un polinomioc di grado tre. per cul possiede
continuita’ della derivata prima e seconda nei punti di
raccordo dei vari tratti.

E® comune usare splines definite da un polinomio di
grado basso (come nel caso della cubica) poiche’ qguesto
riduce sia i tempi di calcolo che le instabilita’® proprie
di ordine elevato.

D’altra partes poiche’” 1 metodi con curve di piccolo
ordine non possono interpolare un numero arbitrario di
punti, e’ necessario interpolare del tratti adiacenti di
curva.

Propric sulla base di queste considerazionts le
spline cubiche sono usate per interpolare una serie di
punti dati considerandcli due alla volta: cioe’s presi due
punti, si trova il tratto di spline che 1i interpola e si
passa alla coppia successiva che ha come primo punto il
secondo punto del trattoc precedente.

Un ulteriore vantaggio delle cubiche consiste nel
fatte che esse sono le curve di ordine piu’ piccolo con
capacita’ di possedere flessi e di produrre serpentine.

L’equazione di un singolo trattoc di spline (che

3

unisce due punti) e’:

4 i-1
P(t) =9, B ¢t £
i= i 1 2

A
/A

dove i coefficienti Bi sono determinati dalle
condizioni agli estremi del tratto .

oy



In forma estesa la funzione P(t) e’ scritta come

P(ty =B +B ¢ +B t+ B ¢t (2)

Vediamo ora come si ottengono i coefficienti By.

. Siano i punti P4 e Py gli estremi di un tratto e P{
e Po le derivate in gquesti punti rispettoc al parametro t
e supponiamc infine che il parametroc t vari fra t e t
nel tratto tra Py e Py . Per semplicita’ si puo’ porre t
= O 3 le condizioni da imporre agli estremi del tratto di
interpolazione riguardanc i punti stessi e le tangenti in
tali punti

Pt ) = P Pt ) =P
1 1 e 2
? 14
dR/dt (t=t ) = P dP/dt (t=t ) =P
1 1 2 re

Queste quattro relazioni, applicate alla definizione
(1) della spline portano alla determinazione dei
coefficienti:

B =P B =P
1 1 2 1
a2 3 »
B = [3(P -P )/t 3 — 2P/t 1 - I[P/t ]
3 2 1 2 1 2 2 2
3 sy 2 s 2
B = [2(P -P )/t 31 + P /t 3 + [P /%t 1
4 12 2 1 2 2 2

da cui =i ricava che i coefficienti dipendono dai punti
estremi del tratto e dalle derivate prime in tali punti.

Per maggior chiarezza notiamo che nel pilano i
coefficienti %‘ hanro due componenti, una per 1l ascissas
che indicheremo con B iy B una per l1’ordinata  1indicata
con Bj&, per cul le componenti di P(t) sono
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Supponendo ora di avere n punti dati e di conoscere
le derivate nel punto 1iniziale e finale ,imponiamo la
continuita’ della derivata seconda nei punti di giunzione
dei wvari tratti di spline : per far questo e’ necessario
che la curvatura rimanga costante 1iIn tali punti. 8Si
ottiene in tal modo un sistema di n—-2 eguazioni in n
incognites cioce’ le tangenti nei punti di interpolazione:
e’ quindl necessario fissare due ulteriori valori delle
tangenti (e precisamente nel punto iniziale e finale
dell’intera curva) affinche’ il sistema risulti
risolubile. Tale sistema puoc’ essere espresso in forma
matriciale:

A p =ob

dove A e’ una matrice tridiagonale contenente i valori dei
parametri iniziali e finali deir wvari tratti, p e’ i1l
vettore colonna delle tangenti incognite:

e b rappresenta il vettore colonna dei termini noti.
Ricapitolando guanto detto finora abbiamo che :

- 11 metodo prevede il calcolo dei coefficienti B che
sono differenti da tratto a tratto (un tratto unisce
due punti consecutivi).

- per i1l calcolo dei coefficienti e’ necessario

determinare le tangenti neil punti di interpolazione

intermedi, calcolo che prevede 17inversione di uns

matrice e 11 suo prodotto per un’altra (p = A b).

A questo punto non resta che esaminare 1 mod: in  cuil



vengono Tissate le tangenti nel primo e nell’ultimo punto
di interpalazione affinche’ il sistema A p = b sia
riscolubile.

Il primc modos che e’ quello piu’® dirette, e’
chiamato CFAMPEP END e prevede di fissare a priori il
valore di P| e By affidando questa scelta all’utente :
cioe’, e’ 17utente stesso che deve fornire i1 valori di
aqueste tangenti immettendocli come dati del problema.

Questo modo di procedere presenta vantaggi e
svantaggi abbastanza chiari :

- il vantaggioc e’ la massima liberta’ che 1’utente ha

di "pilotare® 1’andamento della curva nel punto
iniziale e finale, cosa importante poiche’s come
vedremo questi due punti si sono rivelati

particolarmente critici negli esempi fatti.

- lo svantaggio e’ 1’aumento dei parametri che devono
essere fissati dall’utentes cosa ches nel caso di
un’utenza non particolarmente esperta, si rivela
senz’altro poco desiderabile.

11 secondo metodo e’ c¢chiamato RELAXED e deriva

dall’imposizione della condizigne :

2 a2
d Ps/dt = O
Il terzo e 11 quarto metodo wusano le cosiddette

CYCLIC e ANTICYCLIC CONDITIONS.

La spline ciclica si usa di solito per generare curve
chiuse o porzionl di una curva che si ripete a intervalli.

Le condizionl per la ciclica (CYCLIC) sono :

B
i
0

cioe’ la pendenza e la curvatura all’inizio e alla fine
della curva coincidono.



Come =i puc’ intuire dal nome, le condizioni per la
anticiclica sonoc asimmetriche rispetto a quelle dellsa
ciclica e cioce’:

P: — P;
1 n
F)u = - Pn
1 n
Questo tipo di spline ° usato per produrre forme

particolari dove ad esempio sono presentil spigolosita’ o
"cuspidi" molto accentuate. '

Oltre agli innegabili vantaggi gia’ citati per le
cubiche, fra i1 quali guelloc di essere il polinomio di
grado piu’ basso che possa interpolare una serie di punti,
esiste anche gualche nota negativa.

Intanto la continuita’ della derivata seconda neil
punti intermedi si puo’ imporre solo se si conosce
17intero insieme dei unti prima di enerare un valsiasi

{
segmento di curva .

Questo e’ un notevole inconveniente nel caso si debba
modificare la curva localmente in modo interattivos cioe’
e’ soprattutto di localita’ che la cubica difetta 3 lo
spostamento di  un punto modifica la forma dell’” intera
curva .

Il metodo Cardinal Spline.

Questo metodo conclude la rassegna dei metodi piu’
usati. Le cardinal spline sono principalmente usate in
ambito industriale e presentanc riferimenti bibliografici
notevolmente carenti.

L. idea che sta alla base del metodo Cardinal e’ la
seguente : supposto di avere una serie di punti da
interpolares; si desidera condizionare in gualche modo le
tangenti alla spline in talil punti.

Esiste una rappresentazione (detta di Hermite) nella
gquale il polirnomio di interpolazione di terzo gradoc assume
la forma:



h h
in cui M e’ una matrice detta "di base" e G e’ un
vettore colonna contenente informazioni geometriche:

E] = [P ,P ,P’ ,P’ ]
h i i+1 i i+1

>

In guesto metodo un rucleo di primaria importanza e
rivestito da un parametro "a" che compare nella matrice ed
il cui valore influisce pesantemente sull’andamento della
curva consentendc ampie possibilita’ di scelta. Questa
liberta’” di scelta ha i suci lati positivi ma e’ indubbio
che; sopratutte ove si vogliano riprodurre forme notes 11
valore di a non e’ affatto di banale deduzione.

Nonostante gquesto il metodo si rivela valido sia per
generare separatamente sia tratti morbidi che profili
molto frastagliati: e’ invece nella riproduzione di
profili "misti” che il metodo accusa delle difficolta’.

Infatti un determinato valore del parametro si adatta bene
ad un profilo ma non ad un’ altro : in presenza di profili
dall’andamento estremamente vario, quindi, bilsognerebbe
essere in grado di variare dinamicamente il valore di a in
modo da adattare la curva al profilo stesso.

Anche la Cardinal difetta senz’altro di localita’ H
17aggiuntas la modifica o la soppressione di un punto ha
conseguenze talvolta imprevedibili sul risultato finale.



>

Il metodo Angular Spline e stato recentemente
sviluppato presso 17IEI di Pisa nell’ambitoc di un
Contratto di ricerca con la Societa’ Selenia di Roma.

Partendo da considerazioni geometriche sulla forma
della curva e scegliendoc un criteric per ottenere
ulteriori parametri di controllo dall’insieme dei punti
datis e’ stato possibile ricavare l’espressione analitica
di una spline che si e’ rivelata particolarmente adatta ad
interpolare in modo dolce una qualsiasi successione di
punti.

La spline interpola due punti adiacenti e la sua
forma e’ completamente determinata da un sottoinsieme di
quattro punti consecutivi .

La curva che si ottiene congiungendo gqueste splines
e’ continua con la sua tangente in ogni punto e risulta
invariante rispetto a tutte le trasformazioni affini del
pianc (rotazioni,s traslazioni, ecc.).

Trattandosi di un metodo nuovos daremo di esso un
numero di dettagli wmaggiore di guanto non si sia fatto
nella presentazione degli altri metodi e cioe’s oltre la
definizione, anche le sue principali proprieta’ analitiche
e grafiche corredate da esempi esplicativi.

Supponiamo di avere un sistema di assi cartesiani x e
Yy e un insieme ordinato di punti del piano P = (P{=(xi syi
Yy i=ls....5n) con P i #Piﬁ1,per ogni 1.

Assumiamo che il vettore tangente alla curva in ogni
puntoc P; coincida con la tangente al cerchio £y che passa
per 1 punti Pi—1’ Pi s Eﬂorientata concordemente al verso
determinato sulla circonferenza dalla successione ordinata
dei punti Pi—?'Pi 3 Pi+1 .

L’espressione analitica della curva di interpolazione
tra due punti consecutivi P; » Pijpq si determina operando
in un sistema di riferimento locale cosi’ definito ( vedi

fig. 3 )



P (x({a),Y (o))

'i+1

i=1

1+1

i+1
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- origine nel punto di mezzo del segmento B Fjuq- -

- asse X coincidente con la retta per %ﬂ e %ﬁq ed
orientato in modo che 1’ascissa di %_ risulti
negativa.

Si osservi che i centri delle circonferenze e
appartengono &all’asse vy: chiameremo =] e G 44 le lovro
ordinate.

Occorre notare che non lede la generalita’ supporre
che Fi_faFi+2 abbiano entrambi ordinata negativa potendosi
tutti i1 casi possibili ricondurre agevolmente a questo.

Sotto questa ipotesi valgono le seguenti relazioni :

P
- L’angolo %_ =% Yy tra l’asse x e la tangente alla
- . . P
curva in B e’ positivos mentre %ﬁ4= X Y49 e’
negativo.

- Gli angoli ﬁi eﬁi-&-‘! tra 1’asse % e 1 ragg: delle
circonferenze in Py e P41 variano negli
intervalli :

Y e w2, 3wsaH
Pipe-nsa, ms2)

La spline angolare viene definita come il luogo
geometrico dei punti del pianoc che appartengono
all’intersezione tra le circonferenze che passano per R
con centro in ( 0O 5, cle{) ) ed il loro raggio inclinato
dell’angolo ¢ rispetto all’asse x .

Le egquazioni parametriche di un generico punto P
della curva sono, in funzione di®. le seguenti:

x (&) = /"("{) cos &

y( ) = P sina + cla)
d _ J 2 2 s . .
ove P () = Vil Y+ d™1 » d e la distanza di %

dall’origine e c{ ) e’ una funzione tale che

§ 41



5(19) = C
i
Cﬂ? Yy = ¢

i+1 i+1

e c(®) e’ compresoc tra c, e CL+1 per qualunque o € (ﬁ%

2 Viaa Ve

La scelta della funzione c(e ) e’ di importanza
fondamentale per ottenere una curva di interpolazione
appropriata. Poiche’ risulta

= e . = = e -0:
Sy d tglz*4 =3 d tgﬁz d tg(ﬁ L)

la funzione c(&K) scelta e’ stata:

cte) = - d tgtlkd +y)
dove
k = (JV +1?-H)/(19 —C})
i+1 i i+1 1
P = D AL VA SV IRY SR SUN SR <
i+l i i i+1 1 i
1
Per semplicita’ si puo’ porre kg +Y = & .
51 puo’ osservare che, in questo sistema di
riferimento, 1’angolo 'd& e’ sempre maggiore di Leq 0
mentre ﬁ«-ﬁ% e’ maggiore, uguale o minore did%“

a seconda c¢h c; sia minore, wuguale o© maggiore di Cie
rispettivament : la funzione &' () e’ pertantoc monoctona

( crescente o0 decrescente ) per e¢ che wvaria nell’
intervallo ( e oi Y ] ed assume valori compresi
nell’intervallo ( =®w/2 - =n/2 ).

4

m M

»

Finora si e’ supposto che le ordinate di Pg.y, e Piea

fossero entrambi negative: vediamo ore di ricondurre a



questo tutti gli altri casi.

- Se Py = <Xi~1’YL-1 ) e Pi+; = (XL+z Y i ea ) hannq
entrambi ordinata positivas, la curva di
interpolazione viene determinata considerando 1
punti:

P’ = (X Y )
i—1 i-1 i—1
P = (¥ s Y )
1+2 1+2 1+

ed invertendo poi 1! segno dell’ordinata dei punti di
interpolazione (fig.4).

- se le ordinate dei punti P

i-4 © P,z hanno segno
discordes allora s secondo le 1ipotesi fatte
sull’orientamentoc delle tangenti, 1 coefficienti
angolari delle tangenti in P, e Piei rispetto

all’origine del sistema di riferimentc hanno segno
discorde.

In guesto caso tra Py e P;y esiste un flesso.
Attraverso wuna procedura euristica si determinanc i1
punto di flesso P e il valore della tangente in esso

: 1’interpolazione +tra Py 2 F,viene ricondottas
all’interpolazione tra P, e P, e tra ﬂ= e Pnk .
F 44
Vediamo ora alcune proprieta’ del metodos che
dimostrano came ees0 possegga Te caratteristiche
necessarie a fornire una interpolazione " morbida ": la
dimostrazione di gueste proprieta’ e’ omessa  per non

appesantire la trattazione.
Ricordiamo che le coordinate del generico punto della
spline sono. sostiiuendo per ci®) nel rcaso standard:
»() = d cos&X/ cos®’

y (o)

il

d (sing{ — s1nak’) /7 cusel

51 verifica immediatamente che w(&f) ed yvi & )
possiedono derivate continue di agnil ordive e la curva
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passa per i punti P e a+4 .

&L
< 3qwp/2 ) e L%M(— R/2 < ﬂ%+ﬁ n/2 Y s c(e ) e’ compresc tra

C;' e C'L-Ovi »

PROPRIETA’ 1 : per qualsiasi coppia di valori U ( m/2 <12:

PROPRIETA’ 2 : la spline angolare giace nel semipianc y %
0.

PROPRIETA 3 la spline angolare ha in ogni punto
curvatura positiva.

PROPRIETA’ 4 : la spline angolare e’ una curva regolare @
essa e’ cioe’ derivabile con continuita®™ e 11 modulo del
vettore tangente e’ diverso da O .

Inoltre 1la spline angolare e’ invariante per
rotazioni e traslazioni poiche” ogni singolo arco viene
determinato in un sistema di riferimento locale,

dipendente solo dalla posizione dei punti interpolati.

L’interpolazione di una successione di (n + 2) punti
e’ ricondotta ad {(n - 1 passi elementari di
interpolazione ciascuno dei quali e’ completamente

definito dalle posizioni relative di guattro punti della
sequenza.

Il primo e 1’ultimo punto della successione servono

per determinare la tangente nei punti P e Py s
rispettivamente, (se la sequenza va da O a n + 1): questi
punti vengono chiamati " punti guida " del tratto

iniziale e finale ed hanmo la caratteristica di  non
appartenere alla curva ma di determinarne 1 andamento in
tali tratti.

In figura & sono mostrati alcuni esempi di interpolazione
con 1’Angular spline per varie coppie di punti Pi g R+2
- 1
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Come e’ stato gia’ osservato nella parte
introduttiva, i metodi di interpolazione vengono impiegati
essenzialmente per uno dei seguenti due scopi:

- evidenziare la maggior quantita’® di informazione
possibile a partire da i1nsiemi di punti che
rappresentano dati relativi all’andamento di un
qualche fenomeno fisico. E’ evidente che in tal casos
cve non esistanc ulteriori informazioni relative
all’andamento del fenomeno stesso. non  esistono
concrete possibilita’ di individuare metodi ttimalil
di interpolazione.

- riprodurre o memorizzare forme date a partire da
insieml quanto piu’ limiti possibile di punti.

Come gia’ detto,; cio’ che interessa in gquesta sede e°
il secondo degli aspetti citati. Ricordiamo anche che per
bonta’ di riproduzione si intendera’ sia lo scarto
limitato tra la forma riprodotta e 17originale. sia il suo
gradevole andamentoc visivo.

Questo criterio porta a stabilire il giudizio visivoe
come metro unico di valutazione che tiene cortoc non saolo
della precisa riproduzione di una forma data ma anche del
buon andamento della curva raiprodotta .

Giova ricordare che tale giudizio wvisivo, pur non
essendo - rigorosamente quantificabiles, e’ ormal assunto
quale metro di valutazione delle bonta’ di un metodo di

interpolazione dalla totalita’ degli studiosi .

L interesse per un confronto fra 1 comportamenti dei
vari metodi di interpolazione e’ evidente, anche se e’
necessaria una certa cautela nel giludicare 1 risultati.

Occorre @ questo punto stabilire gual!l forme usare
come base di confronto : nonostante 11 pensliero resti
rivolto alla riproduzione di forme complesse, i e datos
nel seguito;, ampio risalto alla riproduzione di forme

semplici, sia in quanto di per se’ significatives sia in
quanto queste possono essere considerate come elementi
costitutivi di forme ben piu’ complesse. In tal senso tale
confronto equivale alla valutarione di un‘ampia casistica
di figure complesse.



le forme di confronto

Come base di confronto sono state prese figure
particolarmente significative ed usate (coniche; poligonis
sinuscidi) e figure complesse di notevole interesse dal
punto di  wvista della loro riproduzione come profili
gecgrafici e caratteri tipografici.

Come ervrore assoluto, da non superare nella
riproduzione, s1 e’ fissato uno scarto pari
approssimativamente alla larghezza del tratto del disegno.
Per ogni metodo usato, sono stati sceltl punti appropriati
e specifici del metodo stesso in numeroc quanto minore
possibile.

Sulla base del risultato ottenuto e sul numero dei
puntil che sono stati necessaril per conseguirlo, e’ stato
formulato un giudizio di massima sulla validita’ del
metodo. Sono state aggiunte anche osservazioni sulla
facilita’ di impiego dei metodil stessi da parte di  utenti
non particolarmente esperti.

forme semplici: la mappa dei risultati

Le numerose prove di riproduzione di forme semplici
sono  state organizrate secondo l7ordine riportato nella
Tabella Is che potra’ aiutare il lettore nella
consultarione dettagliata delle prove stesse.

La tabella indica in colonna le figure riprodotte e
in riga i1 metedl utilizzati: le caselle corrispondenti non
sono altreo che le figure riportate di seguito alla tabella
nell’ordine  di scansione previsto. In ciascuna casella
sono presenti le informazioni seguenti:

- la posizione dei punti di interpolazione (indicati
con crocette)

- il numerce di tall punti (non sempre coincidente con
il numero delle crocette — punti multipli)

- 11l valare degli ulteriori parametri di cui 11 metodo
pun’ necessitare.

Una precisazicne necessaria riquarda la spline
cubica: delle & versioni ne sono state utilizzate solo tre
2 precisamente la Relaxed, la ciclicea e la aciclica in
quanto la versione (lamped richiede la precisazione di



ulteriori parametri di tutt’altro che facile definizione .
Inoltre, delle tre presceltes; si e’ ogni volta selezionats
la versione che forniva i risultati migliori per clascuna
figura.Ciascuna delle caselle relative a gueste figure
precisa comungue il tipo di cubica usato.

Le figure che risultano dall’interpolazione sono
state riportate insieme alla forma originale consistente
in una punteggiata (e quindil facilmente riconoscibile). Le
considerazioni che seguono seguong ancora ordine della
Tabella 1: sono cioce’ per figura/metodo.

angular: nessun parametro aggiuntivo da specificare,
numero minimo di punti di interpolazione, nessun vincolo

sulla loro posizione, risultato perfetto (la forma
analitica diviene quella di una circonferenza) Fissati 1
tre punti che definiscono la circonferenza, basta
replicarli in modec da permettere la richiusura. Come

sapptiamo, infatti, la Angular necessita di quattiro punti
per poter disegnare un tratto: percioc’;fatti 1 conti. per
riprodurre un cerchio con tre tratti occorrono sel punti
(che in effettli sono tre considerati due volte) .

La replica di alcuni punti1 di interpolazione come
punti di richiusura e’ sfruttata sia per la Angular che
per la Cardinal in tutte le figure chiuse.

cardinal: riproduzione pilu’ difficoltosa. La
posizione dei punti non puc’ ecsere gualsiasi ed 11 valore
del parametro deve essere accuratamente scelto in funrzione
del raggio della circonferenza e della posizione deil
punti.

cubica: necessita’ di molti punti di interpolazione.

B-spling: e’ necessario fissare un ulteriore
parametro (ordine della curwval; nelle figure chiuse, 1
migliori risultati si ottengeno con 17ordine massimo (i1l
che fa coincidere la B-spline con urna curva di Be:zier).
Nella figura e’ illustrateo 11 poligorno di  definizione

della curva (ogni vertice rappresenta  un punto  di
interpolazione). Fra tutti ! metodi esaminatis
quest’ultimo e’ gquello cre richiede 11 maggior sforzeo da
parte dell utente. Se cio’ e’ tollerabile per profilil



semplici come le coniche; non lo e’ piu’ quando si tratta
di riprodurre forme complesse .

ellisse
Sono state usate due ellissi differenti per i1l
rapporto fra gli assi (0.4 e 0.7).

angular: buon comportamento. Pochi punti necessari
{(sopratutto con rapporto 0.7).

cardinal: buon comportamento, identico numeroc di
punti, difficolta’ nell’individuazione del valore esatto
del parametro.

cubicae: analogia di comportamento con il caso della
circonferenza. Le versioni RELAXED e CYCLIC sono quelle
che hanno fornito 1 risultati migliori.

B-spline: facile la riproduzione dell’ellisse piu’
schiacciata, accettabile nell’altro caso.

Anche per la parabola si sono utilizzate due Tfigure:
una piu  “"aperta” ed una piu’ "chiusa"” per avere un
giudizio piu’ completo sui vari comportamenti.

angular: molto valida. Tre punti (piu’ due punti
guida) eono stati sufficienti per ottenere un ottimo
risultato> Facile la loro scelta.

cardinals: buon risultato. Qualche difficolta’ (al
splite) per la scelta del parametro.

cubica: buona la versione relaxed,; sopratutto con la
parabola piu’ aperta.

B-spline: buoni risultati, facile 1la riproduzione
(ordine massimo e gquindi curva di Bezier).

Esattamente come per la parabola, anche 1’iperbole
sono state considerate due figure, una piu’ aperta e
17altra piu’ zZhiusa .



angular: wvalgono le considerazioni fatte per 1la
parabola.

cardinal: come sopra.

cubica: comportamento migliore rispetto al caso della
parabola. Facile 1’interpolazione.

B-spline: ordine corrispondente al massimo. buoni
risultati.

Questa e’ una delle figure che piu’ ha messo in
evidenza le differenze di comportamento deil var: metodi:s
la presenza contemporanea di tratti rettilinei e spigoli
ha messa in difficolta’ piu’ di un metodo.

angulav: comportamento molto buonos numeroc di punti
ragionevole (dodici piu’ tre di richiusura) addensati agli
spigoli. Qualche difficolta’ nella scelta dei punti.

cardinal: comportamento eccellentes con valore del
coefficiente prossimo allo zero; necessari solo gquattro
punti (piu’ tre di richiusura).

cubica: notevoli difficolta’ di riproduzione, molti
punti necessari, incapacita’ della curva di mantenere la
forma rettilinea e riprodurre spigoli.

B-spline: comportamento eccellente; con ordine della
curva uguale a due, la curva coincide con il poligonec
guida (e necessita di soli guattro punti).

sinusoide

buon comportamento con tutti i metodi. In dettaglio:

angular: risultato bucno, ma con alcune difficolta’
probabilmente dovute al metodo euristico 1mpiegato per il
trattamento del flesso.

cardinal: risultato buaono con  basso valore del
coefficiente.

cubica: buon comportamento con la versione ACYCLIC:
la riproduzione con la versione RELAXED ha portato a

scarti leggermente superiori ma a soli quattro punti di



interpoclazione. Alcune difficolta’ nella scelta dei punti
stessi.

B-~spline: risultati discreti, ma notevoli difficolta’
nella scelta dei punti.
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(Le figure riprodotte con £ vari metodi, corrispondenti alle caselle
della Tabella, sono riportate in dettaglio nelle pagine che seguono.
L'ordine di presentazione seguito & quello corrispondente ad una
scangione per colonne della Tabella suddetta)
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angular

5 punt<

cardinal a = 0.70
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4 punti
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cubica Relaxed

5 puntt
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Considerando ciascuna figura singolarmente, si puo’
osservare come tutti metodi, salvo rare eccezioni, abbianc
saputo riprodurre con buoni risultati i profili proposti.
E’ guindi partendo da tale "buon" risultato comune che
tenteremo di formulare un giudizia prendendo in
considerazione sia 1l numero di punti di interpolazione
necessari al conseguimento dei risultati sia la facilita’
di scelta del punti stessi e degli eventuali altri
parametri. Vediamo di riassumere in dettaglio i pregi e i
difetti dei singoli metodi.

angular: si dimostra il miglior metodo per i motivi
seguenti:

- richiede mediamente i1 minor numero di  punti  di
interpolazione

- salvo rari casi,; la scelta di tali punti e’ agevole
anche per 1 utente non particolarmente esperto

- non richiede la definizione di ulteriori parametri di
controllo. Vale la pena di ricordare che questo fatto
e’ particolarmente importante gquandeoc si pensi alla
ripraoduzione di  figure complesse nelle quali la
necessita’ di specificare parametri diversi per
diversi tratti elementari porterebbe a indubbie
complicazion:i.

carginal: risultati assolutamente non omogenei. Si
sono riscontrate le seqguenti difficolta’:

- selezione del parametro onerosas risulta difficile,
anche dopo un certo wsc del metodo, prevedere le
varitaz1oni della curva al varlare del parametro. Cio’
comporta un  impiego di tempo non indifferente.
Tuttavia e’ possibile individuare un criterio
grossolane usservando che, per valori molto bassi del
parametro, 17 interpolazione tende a coincidere con
I Tinterpaolazione lineare; all’aumentare del valore
del parametro la curva =1 gonfia valgendo la
roncavita’ verso 17 interno della figura

- Per la «scelta dei punti possono essere fatte
consideraziont analoghe alle precedenti: risulta
gengralmente difficoltosa © 1mprevedibile



per contro il numere dei punti richiesti si mantiene
sempre su valori molto bassi

cubica: presenta nella stessa misura pregi e difetti.

- necessita di una specifica di tipo (equivalente alla
specifica di un parametro) mas poiche’ e’ la versione
relaxed che quasi sempre si dimostra la migliovre, la

specifica precedente risulta implicita.

- e’ il metodo che mediamente richiede il numero
maggiore di punti di interpolazione, ma fornisce
spesso eccellente qualita’ di riproduzione

- risulta totalmente inefficace nel riprodurre forme
poligonali, ma riproduce in maniera eccellente
slituazioni di flesso

B-spline: si tratta di un metodo per molti versi non
omogeneo con 1 precedenti; infatti genera una curva di
interpolazione che passa solo per 1l primo e 17ultimo dei

punti dell’insieme di interpolazione. La letteratura
perc’ lo annovera fra i metodi di interpolaziorne anche
perche’ non lo s1 puo’ considerare un metodo di
approssimazione i punti di interpolazione '"guidanc”

1’andamento della curva. Se lo scopo che ci si1 prefigge
e’ quelloc di generare figure, piuttosto che riprodurre

figure passanti per determinati punti, =i tratta
indubbiamente di un buon metodo. Nessuna delle figure in
esame ha presentato particolari difficolta”’ di
riproduzione : la cosa piu’ difficile da imparare e’ stato
11 "vedere" 11 poligono di definizione che "pilota” la
curva nel suo svilupparsi . Anche la scelta del parametro

?

{ordine della curva) e’ stata sempre molto meno gravosa
che negli altri metodi e sopratutto si e’ presentata come
facilmente intuibile.

interpolazione: un’

Con riferimento ai metodi che interpolano
precisamente 1 punti dati, e’ stata svolta una verifica
della effettiva specificita’ degli insiemi dei punti di
interpolazione su cul operano 1 singoli metodi. In altri
terminis un insieme di punti ﬁj » ottimale per 11 metcde M
s &7 stato usato come insiéme di interpolezicone per un
differente metodo My - E7 immediato osservare oche la
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situazione ideale dal punto di vista operative sarebbe
guella della "non specificita’” degli insiemi di puntig
metodi diversi applicati ad un identico insieme
porterebberoc 1n tal caso a differenze secondarie tra le
curve risultanti. Come gia’ e’ intuitivo dalle figure fin
gqui mostrate, la situazione reale e’ ben diverss e, se non
vengono Tatte scelte di punti particolarmente appropriate,
%21 rischia di ottenere forme addirittura assurde come
risultato dell’interpolazione. E’ sembrato interessante
documentare con esempl gueste osservazionis, anche per
verificare reali affinita’ di comportamento tra i vari
metodi. Giova precisare che il test e’ stato effettuato
in maniera esaustiva considerando, per ogni figura Fe ed
ogni metodo My 11 rispettivo insieme ottimale di punti th
e quindi applicando a Péi metodi differenti MK . Le
figure 6. 7, 8 mostrano ” alcuni degli esempi piu’
significativi mentre le considerazioni che seguono si
riferiscono all’insieme completo dei test effettuati.

Vediamo 1n maggior dettaglio.

- punti ottimali per il metodo eangular: interpolando
cen il metodo cardinal si hanno gli stessi risultati
con le parabole e le iperboeoli e risultati abbastanza
vicini negli altri casi (i1 cerchio, Fig.é,
costitulisce un caso a se’); interpolando con il
metodo cubica 1 risultati sono invece tutt’altro che
soddisfacenti (solo per la sinusocide s1 hanno
risultati accettabilil)

- punti ottimalil per 11 metodo cardinal: interpolando
con 11l metodo angular si ottengono ottimi risultati
tranne che nel casc del rettangolo e della sinusocide;
interpalando con 11l metodo cubica si  hanno,
analogamente a guantce succedeva nel caso precedente,
risultatli decisamente medioccri

- punti ottimali per 11 metode cubica: interpolando con

1l metodo angular s1 hanno buoni risultati
teccettuata la sinusoide); interpeolando con 11 metodo
cardinal le cose pegglovano sopratutto per la

pressnza di oscillacsioni indesiderate

e rigreoduziorne di caratteri tipografici, oltre a
rappresentare un’ interessante ed utile applicarione dei
4}

metod: Jdi interpolasione » e’ stata ur valido banco di



prova per 1 metodi presi in esame, poiche’ 1 profili in
questione non hanno piu’ la semplicita’ delle figure
esaminate in precedenza . Come esempio specifico e’ stata
scelta la lettera "a" in varie versioni (figure 9-20).

Come si puo’ notare, le varie versioni possiedono
profili dall’andamento estremamente vario: flessis
cuspidi, chioccciole; segmenti, spigoli soNo Spesso
coesistenti nella stessa figura.

Esaminiamo brevemente, a commento delle figure, il
comportamento dei tre metodi "omogenei" angular, cardinal
e cubica nella riproduzione. Tali figure riportano i
profili originari ed 1 punti di interpolazione (a), le
curve risultanti sovrapposte agli originali (bB) e infine i
risultati da soli per consentire una migliore valutazione
(c).

Come prima osservazione si puc’® dire che il metodo
Angular e’ risultato decisamente il piu’ faclle da usare
ed ha mediamente richiesto il minor numero di punti di
interpolazionre. E’ facile wverificare come 1 risultati
siano stati sempre eccellenti.

Metodo Cardinal

Un discorso totalmente diverso vale per la Cardinal :
come era prevedibile questo metodo ha presentato nella
riproduzione notevoli difficolta’ ed ha richiesto un
numera di punti di interpolazione non indifferente. Salvo
rare eccezionis i1 risultati sonoc stati 1 peggiori in senso
assoluto.

Metodo Cubics

L’interpolazione con la Cubica ha fornito risultati
decorosi con un numero di  punti di interpolazione non
eccessivo e senza troppe difficolta’ operative.

A commento finale si possono trarre le conclusioni
seguenti: il metodo Angular si e’ dimostrato superiore
come risultati e come facilita® d’uso rispetto aglti altri

metodi; 11 metodo Cardinal ha trovato non poche
difficolta’ mentre 11 metodo cubica non e’ certamente
emerso.
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Riproduzione d

i un profiloc geggraficeo .

Come esempioc conclusivo, verra’ presentata la
riproduzione di un profilo geografico (costa occidentale
della Sicilia) .

La riproduzione di profili costieri e’ tutt’oggi
motivo di studi e ricerche: in particolare sarebbe
desiderabile la capacita’ di riprodurre questi profili con
la piu’ alta precisione possibiles; senza peraltro dover
spendere tempo eccessive per l’acquisizione dei punti .

~ L’acguisizione automatica dei dati {ovverao la
possibilita’ di selezionare automaticamente 1 punti di
interpolazione ottimall per un certo metodo) risolverebbe
gran parte del problema : purtroppo in gquesto campo siamo
ancora agli inizi e, come e’ facile intuire, il problema
non e’ affatto di semplice scluzione .

Tornando all’esempio presentatos va detto che i1l
profilo della Sicilia e’ stato acqulisito attraverso una

tavola digitalizzatrice (per un totale di circa 23500
punti).

Come primo tentativo, e’ stata eseguita una prova
‘abbastanza grossolana : 1’insieme di punti da interpolare
e’ stato generato prelevando un punto ogni "n"  punti
dell’originale . In guesta sede riporteremo solo i
risultati ottenuti con n=30 . Come era da attendersis,

nessun metodo di interpolazione, inclusa la semplice
interpolazione lineare, mostra una qualsiasil superiorita’.
£’ evidente infatti come sia impossibile trovare una
gualsiasi "sintonia” fra profili casuali e metodi di
interpolazione "morbida”.
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a)
b)
c)

Metodo : Angular

Punti 19

c)

Fig. 9
punteggiata originale
curva interpolata sovrapposta all'originale
solo curva intermolata
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a)

Metodo : Cardinal
Punti : 22
a= 0.8

c}

Fig. 10

a) punteggiata originale
b) curva interpolata sovrapposta all’originale
c¢) solo curva interpolata
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Metodo : Cubica Relaxed /3&”3

Punti : 23

b)

c)

Fig. 11
a) punteggiata originale

b) curva interpolata sovrapposta all'originale
¢) solo curva interpolata

-T2 -



Metodo : Angular
Punti : 11

13

a)

b)

c)

Fig. 12
a) punteggiata originale
b) curva interpolata sovrapposta all'originale
c) solo curva interpolata
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Metodo : Cardinal

Punti s 12 ‘
a= 0.8 -
X
a)
b)
{
C) (

Fig. 13
a) punteggiata originale
b) curva interpolata sovrapposta all‘originale
¢) solo curva interpolata



lietodo : Cubica Relaxed
Punti : 12

a)

b)

c) /
Fig. 14
a) punteggiata originale

b} curva interpolata sovrapposta all'originale
c) solo curva interpolata
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Metodo : Angular
Punti : 8

a) X

b)

c)

Fig. 15

a) punteggilata originale
b) curva interpolata sovrapposta all'originale

¢} soclo curva interpolata




Metodo : Cardinal
Punti : 8
a= 0.0001

a) X

b)

<)

Fig. 16

a) punteggiata originale
b) curva interpolata sovrapposta all'originale
c) solo curva. interpolata

- 77 -



Metodo ¢ Cubica R.
Punti 17

a)

b}

c)

Filg. 17
a) punteggiata originale

b) curva interpolata sovrapposta all’'originale
¢) solo curva interpolata



Metodo : Angular
Punti : 8

a)

b)

c)

Fig. 18

a) punteggiata originale
b} curva interpolata sovrapposta all'originale
c) solo curva interpolata
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Metodo : Cardinal

Punti : 13
a= 0.7

a)

b)

c)

Fig.19

a) punteggiata originale
b) curva interpolata sovrapposta all'originale
c) solo curva interpolata
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lletodo : Cubica Relaxed
Punti

ve

16

a)

b)

c) /

Fig. 20

a} punteggiata originale
b) curva interpolata sovrapposta all’originale
¢} solo curva interpolata
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Premesso che dal presente lavoro non cCi 51
attendevano certo risultati eclatanti o definitivis, ma
solo valutazioni orientatives pure 11 bilancio finale
appare soddisfacente .

Limitandosi infatti all’aspetto grafico del problema
dell’interpolazione, in cul appaiono essenziall in un
metodo il suo facile uso, un numerc necessario di punti
quanto piu’ piccolo possibile ed una notevole
flessibilita’ nel riprodurre le forme piu’ svariates si
puc’> decisamente affermare che non tutte le tecniche
esaminate si1 sono comportate in modo eguivelente.

Alcune di esse, infatti,; trovaro notevole difficolta’
nel riprodurre forme poligonall {(Cubiche), altre non
gradiscono profili mistilinei (Cardinal) s solo unas e
cice’ la Angular, possiede poi proprieta’ locale (anche se
tutte » nell’uso pratico, risentono sensibilmente dello
spostamento di un punto soclo nell’intorno di guesto):
infine tutte meno una richiedono la specifica di ulteriori
parametri olitre ai punti da interpolare (il coefficiente
"a" nella Cardinals 11 "tipo" nella Cubicas 1’ordine nelle
B-spline).

"Non esistono invece; salvo profili particolari,
grosse differenze nel numero di punti necessari per una
corretta riproduzione; in leggero vantaggilo in questo
senso appaiono solo Angular e Cardinal .

Per qgquanto riguarda infine la facilita’® d’impiego,
sia Angular che Cubica cccupano 1 primi posti .

Una nota particolare va riservatas a parere di c¢chi
scrive s al problema dell’acquisizione automatica deil
punti da interpolare; problema apertos, come piu’ volte
osservato e tale; allo stato attuale delle coses da naon
consentire precise valutazioni quantitative.
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