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e Abstract

Hong (2015) showed that the expectation of the product of two nonnegative random variables can be
expressed as a double integral involving their joint survival function. In this paper, | extend this result to
random variables defined on the entire real line. The obtained identity decomposes the expectation into
four terms corresponding to the four quadrants of the Cartesian plane and combines probabilities
associated with both joint distribution and joint survival functions in a symmetric way. Three different
proofs are presented, all based on a decomposition of the integration domain into four quadrants. The
first is based on indicator functions. The second follows the first approach introduced by Hong (2015)
for nonnegative random variables and extends it to the whole real axis. The third, extending the second
approach of Hong (2015), relies on integration by parts and provides an alternative derivation of the
same result. The proposed identity generalizes the alternative expectation formula for a large class real-
valued random variables. Extensions to multivariate settings and higher-order moments are discussed,
and a numerical verification based on the bivariate normal distribution is reported.

(abstract generated with the support of Al Copilot)

e Introduction

The alternative expectation formula for non-negative random variables has been discussed by Hong
(2012) [1], Hong (2015) [2] in “The American Statistician”, and earlier references identified by Nadarajah
(2016) [3], always in “The American Statistician”. In this paper | derive the corresponding bivariate
identities when the two variables are defined on the whole real axis, that is the general form of the
alternative expectation formula for bivariate case, with extensions to multivariate case and higher-order
moments. | present three possible proofs below, of which the last two are extensions of Hong (2015) [2],
after a short recap valid for univariate distributions.

e Recap for univariate case

As reported in many statistic books — B.V. Gnedenko (1969)[4] - we have for univariate case

E[X] = j+mxf(x)dx = —jo F(x)dx + j+m(1 — F(x))dx
—o0 oo 0

Where

- Xisarandomvariable and E[X] his expectation (in the following we usually use lowercase letters
except when we need to specify that the variable X is greater than (or less than) a given value x)

- f(x) is the probability density function of the variable x;

- F(x) is the cumulative function of the variable x, defined as



F(x):P(XSx)z1—P(X>x)=1—S(x)=fx f(t)dt

- S(x) = P(X > x) is the survival function of the random variable X

In fact

+00 +oo

+ 00 0 0
E[x] = f xf(x)dx = f xf(x)dx +f xf(x)dx = f xdF (x)dx —f xd(1 — F(x))
—0o0 0 —0o0 0

— 0o

Integrating by parts the two integrals on the right side we obtain

0
f xdF (x)dx

m=Xx

dn = dF(x)

dm = dx

n = F(x)

0 0 0
f xdF (x)dx = [xF (x)]% —f F(x)dx = —f F(x)dx

— 00

f +ooxd(1 — F(x))
0

m=Xx

dn =d(1-F(x))

dm = dx

n=1-F(x)



+00

(1 — F(x))dx = —f (1 — F(x)) dx

0

+00

[ xaa-Fe = ke - Fage - |
0

0

So

0

E[x] = f+mxf(x)dx = f xf(x)dx + f+ooxf(x)dx
—0 oo 0

= f_(;xdF(x)dx — J:OOxd(l - F(x)) = —f

0 +oo
F(x)dx + f (1 - F(x))dx
oo 0

and finally we have for univariate case the following identity, that it’s valid on the whole real axis for a
large class of distributions — Hong (2012) [1].

0 +00
E[x] = —j F(x)dx+f (1—F(x))dx

oo 0

e The bivariate case

For bivariate case if the two random variables are non-negative, Hong (2015) [2] proofs that

+00 400 +oo ~+o00 too ~too
E[xy] = f f xyf (x,y)dydx =f f P(X >uY > v)dvdu =f f S(u, v)dvdu
0 0 0 0 0 0

where S(u, v) is the survival function of f (x, y).

Always for bivariate case, but if the two random variables are defined on the whole real axis, | extend
the previous identity and proof in the following that:

+00 ,+o0
E[xy] = J J xyf(x,y)dydx
e +00 +00 +o0 0
=f duj P(X>u,Y>v)dv—f duj P(X>uY <v)dv
% oo 0 0
—J duf P(XSu,Y>v)dv+j duf P(X <uY <v)dv
_-Iciooo +o(<)3 _o-lc-’oo 0_oo
= f j P(X >uY > v)dvdu — j f P(X >uY <v)dvdu
0 0 0 —o0

0 ,+o 0 (0
— f f P(X <uY >v)dvdu + f f P(X <uY <v)dvdu
—0 /0 —oo J—o00




Note the symmetry of equation (1): to each relation of "less than or equal" corresponds an integral
between minus infinity and zero while to each relation of "greater than" corresponds an integral between
zero and plus infinity. This is analogous to the univariate case, as if some parts of the expression could
be attributed to the cumulative distribution function and other parts to the survival function.

Equation (1) generalizes the identity of Hong (2015) [2] from nonnegative random variables to real
random variables defined on the whole real axis. To the best of my knowledge, equation (1) is an original
contribution and provides, as already said, an extension of Hong (2015) to random variables defined on
the entire real line.

1. First Proof of equation (1)

With obvious meaning of symbols, we have

+0 ~+00
Bl = [ [ oy
e +00 ~+400 +00 0
= fo fo xyf (x,y)dydx + fo f xyf (x,y)dydx @)

+ f_ 000 fo +mxyf (x,y)dydx + f_ (; f_ wayf (x, y)dydx

We’ve simply decomposed the double integral of the left side in four parts that correspond to
the four quadrants of the Cartesian plane.

Observing now that:

- ifxandy>0, we have the following identities

+oo X + oo
x f 1x>udu=f1*du+f 0+*du
0 0 x

+o0 y +o0
y=f 1y>vdv=f1*dv+f 0*dv
0 0 y

- while, ifxandy are <0, we obtain

0 x 0
x=—f 1x<udu=—f O*du—fl*du
—o —0 x



0 y 0
y=—f 1y<vdv=—f O*dv—fl*dv
—0o —00 y

Substituting the four above identities in (2) we have

+00 400
f f xyf (x,y)dydx
0 0

- | T ( | e y)dy) dx
= f;w < L+w1x>udu) ( | ” ( | +w1y>vdv>f<x, y)dy) dx
-[” < [ +°°1x>u< ) ( | +°°1y>,,dv) dy> du) ix

Hence, as

- the order of integrationisv, y, u and finally x
- inmultiple integrals the symbols of differential have to be read from right to left,

the expression is equivalent to

+ o0 + oo
f f xyf (x,y)dydx
0 0 + o0 + oo + oo + o0
-[ ] Lisulysof G, y)dvdyduds
0 0 0 0

+00 400 +o0 ~+o00 to ~+00
= f f < f f(x, y)dydx) dvdu = f f P(X >uY > v)dudv
0 0 v 0 0

u

That is the result of Hong (2015) [2]

Furthermore

J:OO f_(;xyf(x,Y)dydx — J:“’x <f_:yf(x,y)dy> dx

= J;m (L+m1x>udu> (_[_Ooo (— j_oooly@dv)f(x, y)dy> dx

with the above order of integration, so that

+ o0 0 + oo + o0 0 0
f f xyf (x, y)dydx = — f f f f Lisulycof (6, y)dvdydudx =
0 —00 0 0 —oo v —00

- fom f_(; (fum f_vwf(x,y)dydx> dvdu = _J:oo f_:P(X >u,Y < v)dvdu
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and, in the same way,

f_(; fo+wx)’f(x,J/)dydx =£Omx<L+myf(x,y)dy> dx

= f_(; <— f_ooolx<udu) <f0+°° <f0+001y>vdv> f(x, y)dy) dx
f_om fOJroofo(x, y)dydx = — f_ooo f_ooo f:m J;+°°1x<u 1ysy f(x, y)dvdydudx

= —f_: J:OO (f_: f;mf(x,y)dydx) dvdu = —f_ooo J:OOP(X <u,Y >v)dvdu

and again

f_(; j_ OOOfo (x, y)dydx

- f_(; * <f_(;J’f(x. y)dy> dx
_ J_OOO (_ j_l1x<udu> (f_ow (_ f_:1y<udv>f(x, y)dy> dx

.[_(; J_Ooo xyf(x,y)dydx

0 0 0 0
- f f f f 1x<u1y<vf(X, y)dxdydudv

= f_‘; J‘_Ooo <£; J‘_vwf(x,y)dydx> dvdu = f_ooo f_(;p(X <u,Y <v)dvdu

Hence the proof of (1) is completed.

Second Proof of equation (1)

Note that we could proceed with the same trick of Hong (2015) [2] for the four integrals of
equation (2) as reported in the following.

+00 400
[ | wr@ydya
0 0

= -LMO-LMO(LydsLxdtf(x,y)) dydx = _L+°0-Lx<f0+mj0yf(x,y) dsdy) dtdx
= f;m f:m (f(:oo :oof(x,y)dyds) dxdt

too pree too o +00 ~+00
- f f <f f(x'Y)dydx> dsdt = f f P(T > t,S > s)dsdt
0 0 t S 0 0



Where the fundamental analytical step occurs after the third equality sigh when the order of
integration is changed for the two pairs of double integrals while keeping the integration region
unchanged. This is exactly the same proof of Hong (2015) [2] where x an y are swapped

With the other three double integrals of equation (2) we can proceed in the same manner with
minus changes as in the following

fo - f_ : xyf (x,y)dydx

_ fo; f; <f8y dsyfoxdtf(x,y)) dydx

_ fo é ( f_ ] (L fO(x, y)dsdy> dtdx

_ _j(: fox(f_wjyf(x,y)dsdy> dtdx

:_L:wft: <J;;f_;f(x,y)dyds)dxdt o

- —fo f_m <ft f_oof(x,y) dydx> dsdt = —fo f_wP(T > 1,5 < s)dsdt

Where, as above, the fundamental analytical step occurs when the order of integration is

changed for the two pairs of double integrals while keeping the integration region unchanged
(here after the fourth equality sign)

In the same way

f_(; f;oox}’f(x,}’)dydx =f_(:o J:OO <f0y ds J:dtf(x,y)> dydx
- ,[_lf;(.]:mfoyf(x'y) dsdy) dtdx

0

_ _f-(;” ij <fo++o;foyf(x'y) dsdy> dtdx
L
-]

+00
flx,y) dyds) dxdt
0 S+oo

400 0 + o0
f <f flx,y) dydx> dsdt = —f f P(T <t,S > s)dsdt
-0 Y0 -0 Vs - J0

At the end



f_lf_lxyf(x’y)dydx :fo f_o (fydsfoxdtf(x.y)> dydx

(x, y) dsdy) dtdx

[ (L.
f f <fmfyf(x J/)deJ/)dtdx—f f (f f f(x, y)dyds>dxdt
Zf_oo f_oo (f_oo f_oof(x’ y) dydx) dsdt = f_m f_ooP(T <tS < s)dsdt

Hence the proof of (1) is completed

3. Third Proof of equation (1)

We first observe that

2 62
axayP(X >xY>y) = axayS(x,y) =f(xy)
2 2

)
PXSxY <y) =

T3y 3 P = F(u)

2

dxdy

2

dxdy

PX>x,Y<y)=—f(xy)

PX<xY>y)=—-f(xy)
In fact as

PX>x,Y>y) :f+oof+oof(u v)dvdu
x Jy

P(X<xY<y):f_mfoo fu,v)dvdu

P(X>xY<y)=_[ Oof f(u,v)dvdu

P(XSx,Y>y)—j f f(u,v)dvdu

deriving twice under the integral sign (first with respect to x, then with respect to y) we obtain
the above identities.

But the equation (2) states that



Flayl = | :o | :oxyf(x. y)dydx
= fo - fo +mxyf(x.y)dydx + fo - f_ lxyf(x,y)dydx

+f_(; f(:ooxyf(x,y)dydx + f_ooo f_oooxyf(x,y)dydx

So by substitution we obtain

sol= [ [ wre s
j+oof+oo
J+Oof xya 6 P(X>xY<y)dydx

N

f f xya 3y P(X<xY<y)dydx

Let us now consider separately the four integrals of the right side of the equation

First we have

[
that is the same expression of Hong (2015) [2] so that we can argue in the same way and get
[

Then, taking the last integral and integrating by parts we have

400 400
f f P(X >u,Y > v)dvdu

0 aZ
< <
f_oof_ooxyaxayP(X <x,Y <y)dydx

0 0 0
:f x(f ydy(aP(XSx,YSy))>dx

0 ° 9
' — < < - — < <
lim [SaxP(X <xY< s)]y J._ooaxP(X <x,Y<y) dy) dx

0 < F) 0
= f_oox<yl‘i)lp°° [saP(X <xY < s)]y) dx

0 0 0
—j xf aP(XSx,YSy)dy)dx
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where the subscripty of dy in the second equality emphasizes that the partial differentiation is
taken with respect toy. The first term is zero as

d
Fory — —oo: OZyaP(XSx,YSy)

Yy o /(o y
-y a—s<a p(X<xy<s>>ds—y* sz | sfis)ds =0

For the second addendum we have

f <f P(X<xY<y)dy>dx
_ f_w <_ f_owxdxp(x Sx,YSy)) dy

0 0
=f <— lim [S*P(XSS,YSy)]2+f P(XSx,YSy)dx)dy

xX—>—00

0 (0
:f f P(X <x,Y <y)dxdy

In fact forx » —o0: 02 x*xP(X <x,Y <y)

=xf aP(XSt,YS}’)dtzf torPX <Y <y)dt -0

Obviously d,, indicates that the partial differentiation is taken with respect to x

Now we consider the two double integrals with the minus sign

+00 62
- P(X Y <
J;) f_ Ooxy 323y X >x,Y <y)dydx

+00 0 62
— <
J;) x<f_ooyaxayP(X>x,Y_y)dy>dx

+00 0 a
_j x(f ydy(—P(X>x,YSy))>dx
0 —00

+00 9
=f x(— lim [sa—P(X>x Y<s) f P(X>x Y<y)dy)dx
0

y——o00

where the subscripty of d,, in the third equality emphasizes that the partial differentiation is
taken with respect toy. As above the first term is zero because

] Y a(a
Fory — — OSyﬁP(X>x,Ysy)=yj g(aP(ch,YSS))ds

=~ [ feuss < = [ spesyds o

In fact

11



}’fy f(x,s)ds = fy sf(x,s)ds

— 00

—J/f_y f(x,s)ds < — fy sf(x,s)ds

For the second addendum we have

+00 0 a
J;) x<f_ooap(X>x,YSJ/)dy>dx
0 +o0
= f (f xdy(P(X > x,Y < y))> dy
—00 0

0 +oo
=f ( lim [sP(X>s,YSy)]?§—f P(X>x,YSy)dx>dy
o 0

xX—+00

0 +oo
=—f j P(X >xY <y)dxdy
—00 O

+006
Infact forx - +o0  0<xPX>x,Y<y)= —xf aP(X> t,Y <y)dt
X

+ o0 a
s—f t—PX>tY<y)dt-0
BT
In fact remembering that%P(X >t,Y<y)<0

+00 o 9
xj —P(X>t,YSy)dt2f t—PX>tY <y)dt
. Ot . ot

oo g te 9
—xf —P(X>t,YSy)dtS—j t—PX>tY <y)dt
L ot x dat

And again for the second integral with minus sign
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0 + 00 02
— PX<xY dyd
f_wfo xyaxay X <x,Y >y)dydx

0 +o0 62
:—f x<f y P(XSx,Y>y)dy>dx
—00 0

dxdy

0 +oo a
:—f_oox<fo ydy(aP(XSx,Y>y)>>dx

0 9 y
= — lim |s—P(X <=xY
f_mx< lim [Sax X <x, >s)]

y—+o00

+0oo d
+f —P(XSx,Y>y)dy>dx
0 o Ox

where the subscripty of dy in the third equality emphasizes that the partial differentiation is
taken with respect toy. As above the first term is zero because

a +Ooa a
< y— < =_ —|=P(X<xY
Fory — +o O_yaxP(X_x,Y>y) yj; 65<6x (X <x, >s)>ds
+ 00 +00
=Yy f(x,S)dsSf sf(x,s)ds =0
y y

As above we treat the second addendum

0 +o0 d +o0 0
f x<f aP(XSx,Y>y)dy>dx=f f xd, P(X <x,Y>y)|dy
—o00 0 0 —00

+oo 0
= f < lim [sP(X <s,Y > y)]2 —f P(X <x,Y> y)dx> dy
0 —00

X——00

+0 0
= —f f P(X <x,Y > y)dxdy
0 —00

* 0
In fact for x - — 02xP(XSx,Y>y)=xf aP(XSt,Y>y)dt

x 9
zf t=_P(X StY>y)dt -0

Hence the proof of (1) is completed.

13



4. Some extensions

There are two possible extensions to (1): multivariate extensions and high-order moment

extensions. In fact if one consider the first proof can easily see that is possible to calculate in the
same manner

Exy * x5 % ... % x|

In particular if x4, x5 ... x,, = 0 one obtain the expression of Nadarajah (2016) [3] that | report in the
following

+o0 +00
E[xq * x5 % .. xp] = f f S(x1, X, .0y Xp)dx,dx; ...dxy,
0 0

where S(xq, x5,...,xy,) is the joint survival function of x;, x5 ... x,,

As further original contribution note that, if x4, x5 ...x, < 0,

0 0
Elx; *xp * .. x| = (—1)”f f F(xq1,%5,..., Xp)dx,dx, ...dx,

where F(xq, x5, ..., X,) is the joint cumulative function of x4, x, ... x,. The expressions are congruent
with these of one-dimensional and bi-dimensional cases.

Furthermore is possible to calculate in the same manner
E[x™ * y"]

withm,n € Nt observing that

if xey>0

+0o

+oo X
x™ = f Lysy mu™ ldu = f mu™ ldu + f 0 * du
0 0 x

+oo y
yt = f 1ysy nv™ tdv = f
0

0

400
nv™ ldv+ f 0 * dv
y

14



While, if x ey sono <0,

0 0 x
x™ = —f 1y, mu™ ldu = —f mu™ ! x du —f 0 * du
—00 x —00

0 0 y
yt = —f 1ycy nu tdv — f nu™ 1 x dv — f 0 = dv
y

—00 —00

Obviously it’s also possible to calculate in the same manner (combining multivariate extensions
and high order moment extensions)

my mp Mmn
E[x1 * Xy Lk Lk Xy

withmy,my,, ...,m, € Nt

e A numericalexample

To strengthen the equation (1) with a numerical example, the bivariate normal distribution was
considered and the following table, that numerically verify equation (1), was obtained. If you are
interested in the code you can ask for a copy of this scientific relation [5]

Parameters of bivariate normal distribution Numerical Numerical Theoretical
12 Ha o1 o, p value of the  value of the value
left side of right side of
the equation the equation

(1) (1)

0 0 1 1 0 0 -5.55112e-17 0

1 1 1 1 0.7 1.7 1.70001 1.7
-1 -1 1 1 0.5 1.5004 1.5 1.5
0 0 1.5 1.5 0.5 1.12482 1.12482 1.250
0 0 1.5 1.5 0.5 1.1249 1.12502 1.250

Table 1 - Verification table of equation (1) for bivariate normal distribution computing integrals
numerically calculated with a software written in Igor Pro - Wavemetrics (a double integral for the left
side of equation (1) and four quadrupole integrals for the right side of the same expression). The
rounding of the penultimate line improves if the integration range is extended to obtain the results of the
last line (theoretical value 1.250). The left part of the expression (1) of the first row is obtained with the
Gaussian quadrature.
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e Conclusions

I have provided three proofs of the equation (1) that is the general form of the alternative expectation
formula for a couple of bivariate random variables. The second and third proofs are an extension of

the first and second approach on Hong (2015) [2].

For the best of my knowledge equation (1) is an original contribution.

Furthermore | suggest some multivariate extensions, including in particular the case of non-positive

variables; this case is the complement of Nadarajah (2016) [3] for non-negative variables
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  E  [ X ] =   ∫  − ∞  + ∞  x f  ( x ) d x = −   ∫  − ∞ 0  F  ( x ) d x +   ∫ 0  + ∞   ( 1 − F  ( x ) ) d x


  E  [ X ]


  f  ( x )


  F  ( x )


  F  ( x ) = P  ( X ≤ x ) = 1 − P  ( X > x ) = 1 − S  ( x ) =   ∫  − ∞  x  f  ( t ) d t


  S  ( x ) = P  ( X > x )


  E  [ x ] =   ∫  − ∞  + ∞  x f  ( x ) d x =   ∫  − ∞ 0  x f  ( x ) d x +   ∫ 0  + ∞  x f  ( x ) d x =   ∫  − ∞ 0  x d F  ( x ) d x −   ∫ 0  + ∞  x d  ( 1 − F ( x ) )


    ∫  − ∞ 0  x d F  ( x ) d x


  m = x


  d n = d F ( x )


  d n = d F ( x )


  d m = d x


  n = F ( x )


  n = F ( x )


    ∫  − ∞ 0  x d F  ( x ) d x =    [ x F ( x ) ]  − ∞ 0 −   ∫  − ∞ 0  F  ( x ) d x = −   ∫  − ∞ 0  F  ( x ) d x


    ∫ 0  + ∞  x d  ( 1 − F ( x ) )


  m = x


  d n = d ( 1 − F  ( x ) )


  d n = d ( 1 − F  ( x ) )


  d m = d x


  n = 1 − F ( x )


  n = 1 − F ( x )


    ∫ 0  + ∞  x d  ( 1 − F ( x ) ) =    [ x ( 1 − F  ( x ) ) ] 0  + ∞ −   ∫ 0  + ∞   ( 1 − F  ( x ) ) d x = −   ∫ 0  + ∞   ( 1 − F  ( x ) ) d x


  E  [ x ] =   ∫  − ∞  + ∞  x f  ( x ) d x =   ∫  − ∞ 0  x f  ( x ) d x +   ∫ 0  + ∞  x f  ( x ) d x =   ∫  − ∞ 0  x d F  ( x ) d x −   ∫ 0  + ∞  x d  ( 1 − F  ( x ) ) = −   ∫  − ∞ 0  F  ( x ) d x +   ∫ 0  + ∞   ( 1 − F  ( x ) ) d x


  E  [ x ] = −   ∫  − ∞ 0  F  ( x ) d x +   ∫ 0  + ∞   ( 1 − F  ( x ) ) d x


  E  [ x y ] =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  P  ( X > u , Y > v ) d v d u =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  S  ( u , v ) d v d u


  S  ( u , v )


  f  ( x , y )


  𝑬  [ 𝒙 𝒚 ] =   ∫  − ∞  + ∞    ∫  − ∞  + ∞  𝒙 𝒚 𝒇  ( 𝒙 , 𝒚 ) 𝒅 𝒚 𝒅 𝒙 =   ∫  𝟎  + ∞  𝒅 𝒖   ∫  𝟎  + ∞  𝑷  ( 𝑿 > 𝒖 , 𝒀 > 𝒗 ) 𝒅 𝒗 −   ∫  𝟎  + ∞  𝒅 𝒖   ∫  − ∞  𝟎  𝑷  ( 𝑿 > 𝒖 , 𝒀 ≤ 𝒗 ) 𝒅 𝒗 −   ∫  − ∞  𝟎  𝒅 𝒖   ∫  𝟎  + ∞  𝑷  ( 𝑿 ≤ 𝒖 , 𝒀 > 𝒗 ) 𝒅 𝒗 +   ∫  − ∞  𝟎  𝒅 𝒖   ∫  − ∞  𝟎  𝑷  ( 𝑿 ≤ 𝒖 , 𝒀 ≤ 𝒗 ) 𝒅 𝒗 =   ∫  𝟎  + ∞    ∫  𝟎  + ∞  𝑷  ( 𝑿 > 𝒖 , 𝒀 > 𝒗 ) 𝒅 𝒗 𝒅 𝒖 −   ∫  𝟎  + ∞    ∫  − ∞  𝟎  𝑷  ( 𝑿 > 𝒖 , 𝒀 ≤ 𝒗 ) 𝒅 𝒗 𝒅 𝒖 −   ∫  − ∞  𝟎    ∫  𝟎  + ∞  𝑷  ( 𝑿 ≤ 𝒖 , 𝒀 > 𝒗 ) 𝒅 𝒗 𝒅 𝒖 +   ∫  − ∞  𝟎    ∫  − ∞  𝟎  𝑷  ( 𝑿 ≤ 𝒖 , 𝒀 ≤ 𝒗 ) 𝒅 𝒗 𝒅 𝒖


  E  [ x y ] =   ∫  − ∞  + ∞    ∫  − ∞  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x +   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x +   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x +   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x


  x =   ∫ 0  + ∞   1  x > u d u =   ∫ 0  x  1 ∗ d u +   ∫  x  + ∞  0 ∗ d u


  y =   ∫ 0  + ∞   1  y > v d v =   ∫ 0  y  1 ∗ d v +   ∫  y  + ∞  0 ∗ d v


  y =   ∫ 0  + ∞   1  y > v d v =   ∫ 0  y  1 ∗ d v +   ∫  y  + ∞  0 ∗ d v


  x = −   ∫  − ∞ 0   1  x < u d u = −   ∫  − ∞  x  0 ∗ d u −   ∫  x 0  1 ∗ d u


  y = −   ∫  − ∞ 0   1  y < v d v = −   ∫  − ∞  y  0 ∗ d v −   ∫  y 0  1 ∗ d v


    ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞  x  (   ∫ 0  + ∞  y f  ( x , y ) d y ) d x =   ∫ 0  + ∞   (   ∫ 0  + ∞   1  x > u d u )  (   ∫ 0  + ∞   (   ∫ 0  + ∞   1  y > v d v ) f  ( x , y ) d y ) d x =   ∫ 0  + ∞   (   ∫ 0  + ∞   1  x > u  (   ∫ 0  + ∞  f  ( x , y )  (   ∫ 0  + ∞   1  y > v d v ) d y ) d u ) d x


    ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞   1  x > u  1  y > v f  ( x , y ) d v d y d u d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞   (   ∫  u  + ∞    ∫  v  + ∞  f  ( x , y ) d y d x ) d v d u =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  P  ( X > u , Y > v ) d u d v


    ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞  x  (   ∫  − ∞ 0  y f  ( x , y ) d y ) d x =   ∫ 0  + ∞   (   ∫ 0  + ∞   1  x > u d u )  (   ∫  − ∞ 0   ( −   ∫  − ∞ 0   1  y < v d v ) f  ( x , y ) d y ) d x


    ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x = −   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0   1  x > u  1  y < v f  ( x , y ) d v d y d u d x = −   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0   (   ∫  u  + ∞    ∫  − ∞  v  f  ( x , y ) d y d x ) d v d u = −   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  P  ( X > u , Y ≤ v ) d v d u


    ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫  − ∞ 0  x  (   ∫ 0  + ∞  y f  ( x , y ) d y ) d x =   ∫  − ∞ 0   ( −   ∫  − ∞ 0   1  x < u d u )  (   ∫ 0  + ∞   (   ∫ 0  + ∞   1  y > v d v ) f  ( x , y ) d y ) d x


    ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x = −   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞   1  x < u  1  y > v   f  ( x , y ) d v d y d u d x = −   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞   (   ∫  − ∞  u    ∫  v  + ∞  f  ( x , y ) d y d x ) d v d u = −   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  P  ( X ≤ u , Y > v ) d v d u


    ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫  − ∞ 0  x  (   ∫  − ∞ 0  y f  ( x , y ) d y ) d x =   ∫  − ∞ 0   ( −   ∫  − ∞ 0   1  x < u d u )  (   ∫  − ∞ 0   ( −   ∫  − ∞ 0   1  y < v d v ) f  ( x , y ) d y ) d x


    ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0   1  x < u  1  y < v f  ( x , y ) d x d y d u d v =   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0   (   ∫  − ∞  u    ∫  − ∞  v  f  ( x , y ) d y d x ) d v d u =   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  P  ( X ≤ u , Y ≤ v ) d v d u


    ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞   (   ∫ 0  y  d s   ∫ 0  x  d t f  ( x , y ) ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  x   (   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  y  f  ( x , y ) d s d y ) d t d x =   ∫ 0  + ∞    ∫  t  + ∞   (   ∫ 0  + ∞    ∫  s  + ∞  f  ( x , y ) d y d s ) d x d t =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞   (   ∫  t  + ∞    ∫  s  + ∞  f  ( x , y ) d y d x ) d s d t =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  P  ( T > t ,   S > s ) d s d t


    ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0   (   ∫ 0  y  d s   ∫ 0  x  d t f  ( x , y ) ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  x   (   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  y  f  ( x , y ) d s d y ) d t d x = −   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  x   (   ∫  − ∞ 0    ∫  y 0  f  ( x , y ) d s d y ) d t d x = −   ∫ 0  + ∞    ∫  t  + ∞   (   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞  s  f  ( x , y ) d y d s ) d x d t = −   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0   (   ∫  t  + ∞    ∫  − ∞  s  f  ( x , y ) d y d x ) d s d t = −   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  P  ( T > t , S ≤ s ) d s d t


    ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞   (   ∫ 0  y  d s   ∫ 0  x  d t f  ( x , y ) ) d y d x =   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  x   (   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  y  f ( x , y ) d s d y ) d t d x = −   ∫  − ∞ 0    ∫  x 0   (   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  y  f ( x , y ) d s d y ) d t d x = −   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞  t   (   ∫ 0  + ∞    ∫  s  + ∞  f  ( x , y ) d y d s ) d x d t = −   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞   (   ∫  − ∞  t    ∫  s  + ∞  f  ( x , y ) d y d x ) d s d t = −   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  P  ( T ≤ t , S > s ) d s d t


    ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0   (   ∫ 0  y  d s   ∫ 0  x  d t f  ( x , y ) ) d y d x =   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  x   (   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  y  f ( x , y ) d s d y ) d t d x =   ∫  − ∞ 0    ∫  x 0   (   ∫  − ∞ 0    ∫  y 0  f ( x , y ) d s d y ) d t d x =   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞  t   (   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞  s  f ( x , y ) d y d s ) d x d t =   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0   (   ∫  − ∞  t    ∫  − ∞  s  f  ( x , y ) d y d x ) d s d t =   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  P  ( T ≤ t , S ≤ s ) d s d t


      𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y > y ) =     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y S  ( x , y ) = f ( x , y )


      𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) =     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y F  ( x , y ) = f ( x , y )


      𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) =     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y F  ( x , y ) = f ( x , y )


      𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y ≤ y ) = − f ( x , y )


      𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y ≤ y ) = − f ( x , y )


      𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y > y ) = − f ( x , y )


      𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y > y ) = − f ( x , y )


  P  ( X > x ,   Y > y ) =   ∫  x  + ∞    ∫  y  + ∞  f  ( u , v ) d v d u


  P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) =   ∫  − ∞  x    ∫  − ∞  y  f  ( u , v ) d v d u


  P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) =   ∫  − ∞  x    ∫  − ∞  y  f  ( u , v ) d v d u


  P  ( X > x ,   Y ≤ y ) =   ∫  x  + ∞    ∫  − ∞  y  f  ( u , v ) d v d u


  P  ( X > x ,   Y ≤ y ) =   ∫  x  + ∞    ∫  − ∞  y  f  ( u , v ) d v d u


  P  ( X ≤ x ,   Y > y ) =   ∫  − ∞  x    ∫  y  + ∞  f  ( u , v ) d v d u


  P  ( X ≤ x ,   Y > y ) =   ∫  − ∞  x    ∫  y  + ∞  f  ( u , v ) d v d u


  E  [ x y ] =   ∫  − ∞  + ∞    ∫  − ∞  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x +   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x +   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x +   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  x y f  ( x , y ) d y d x


  E  [ x y ] =   ∫  − ∞  + ∞    ∫  − ∞  + ∞  x y f  ( x , y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y > y ) d y d x −   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y ≤ y ) d y d x −   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y > y ) d y d x +   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) d y d x


    ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y > y ) d y d x


    ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y > y ) d y d x =   ∫ 0  + ∞    ∫ 0  + ∞  P  ( X > u ,   Y > v ) d v d u


    ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) d y d x =   ∫  − ∞ 0  x  (   ∫  − ∞ 0  y   d  y  (   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) ) ) d x =   ∫  − ∞ 0  x  (    lim  y → − ∞    [ s   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ s ) ]  y 0 ⁡  −   ∫  − ∞ 0    𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) d y ) d x =   ∫  − ∞ 0  x  (  lim  y → − ∞    [ s   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ s ) ]  y 0 ) d x −   ∫  − ∞ 0  x  (   ∫  − ∞ 0    𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) d y ) d x


    d  y


  F o r   y → − ∞ :       0 ≥ y   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) = y   ∫  − ∞  y    𝜕  𝜕 s  (   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ s ) ) d s = y ∗   ∫  − ∞  y  f  ( x , s ) d s ≥   ∫  − ∞  y  s f  ( x , s ) d s → 0  


  −   ∫  − ∞ 0  x  (   ∫  − ∞ 0    𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) d y ) d x =   ∫  − ∞ 0   ( −   ∫  − ∞ 0  x   d  x P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) ) d y =   ∫  − ∞ 0   ( −  lim  x → − ∞    [ s ∗ P  ( X ≤ s ,   Y ≤ y ) ]  x 0 +   ∫  − ∞ 0  P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) d x ) d y =   ∫  − ∞ 0    ∫  − ∞ 0  P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) d x d y


  I n   f a c t   f o r   x → − ∞ :     0 ≥ x ∗ P  ( X ≤ x ,   Y ≤ y ) = x   ∫  − ∞  x    𝜕  𝜕 t P  ( X ≤ t ,   Y ≤ y ) d t ≥   ∫  − ∞  x  t   𝜕  𝜕 t P  ( X ≤ t ,   Y ≤ y ) d t → 0


    d  x


  −   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y ≤ y ) d y d x = −   ∫ 0  + ∞  x  (   ∫  − ∞ 0  y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X > x ,   Y ≤ y ) d y ) d x = −   ∫ 0  + ∞  x  (   ∫  − ∞ 0  y   d  y  (   𝜕  𝜕 x P  ( X > x ,   Y ≤ y ) ) ) d x =   ∫ 0  + ∞  x  ( −    lim  y → − ∞    [ s   𝜕  𝜕 x P  ( X > x ,   Y ≤ s ) ]  y 0 ⁡  +   ∫  − ∞ 0    𝜕  𝜕 x P  ( X > x ,   Y ≤ y ) d y ) d x


    d  y


  F o r   y   → − ∞         0 ≤ y   𝜕  𝜕 x P  ( X > x ,   Y ≤ y ) = y   ∫  − ∞  y    𝜕  𝜕 s  (   𝜕  𝜕 x P  ( X > x ,   Y ≤ s ) ) d s = − y   ∫  − ∞  y  f  ( x , s ) d s   ≤   −   ∫  − ∞  y  s f  ( x , s ) d s → 0


  y   ∫  − ∞  y  f  ( x , s ) d s   ≥     ∫  − ∞  y  s f  ( x , s ) d s


  − y   ∫  − ∞  y  f  ( x , s ) d s   ≤ −     ∫  − ∞  y  s f  ( x , s ) d s


  − y   ∫  − ∞  y  f  ( x , s ) d s   ≤ −     ∫  − ∞  y  s f  ( x , s ) d s


    ∫ 0  + ∞  x  (   ∫  − ∞ 0    𝜕  𝜕 x P  ( X > x ,   Y ≤ y ) d y ) d x =   ∫  − ∞ 0   (   ∫ 0  + ∞  x   d  x  ( P  ( X > x ,   Y ≤ y ) ) ) d y =   ∫  − ∞ 0   (    lim  x → + ∞ ⁡     [ s P  ( X > s ,   Y ≤ y ) ] 0  x −   ∫ 0  + ∞  P  ( X > x ,   Y ≤ y ) d x ) d y = −     ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  P  ( X > x ,   Y ≤ y ) ⁡  d x d y


  I n   f a c t   f o r   x   → + ∞               0 ≤ x P  ( X > x ,   Y ≤ y ) = − x   ∫  x  + ∞    𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) d t ≤ −   ∫  x  + ∞  t   𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) d t → 0


    𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) ≤ 0


  x   ∫  x  + ∞    𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) d t ≥   ∫  x  + ∞  t   𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) d t


  − x   ∫  x  + ∞    𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) d t ≤ −   ∫  x  + ∞  t   𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) d t


  − x   ∫  x  + ∞    𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) d t ≤ −   ∫  x  + ∞  t   𝜕  𝜕 t P  ( X > t ,   Y ≤ y ) d t


  −   ∫  − ∞ 0    ∫ 0  + ∞  x y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y > y ) d y d x = −   ∫  − ∞ 0  x  (   ∫ 0  + ∞  y     𝜕 2  𝜕 x 𝜕 y P  ( X ≤ x ,   Y > y ) d y ) d x = −   ∫  − ∞ 0  x  (   ∫ 0  + ∞  y   d  y  (   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y > y ) ) ) d x =   ∫  − ∞ 0  x  ( −    lim  y → + ∞ ⁡     [ s   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y > s ) ] 0  y +   ∫ 0  + ∞    𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y > y ) d y ) d x


    d  y


  F o r   y   → + ∞                 0 ≤ y   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y > y ) = − y   ∫  y  + ∞    𝜕  𝜕 s  (   𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y > s ) ) d s = y   ∫  y  + ∞  f  ( x , s ) d s ≤   ∫  y  + ∞  s f  ( x , s ) d s   → 0


    ∫  − ∞ 0  x    (   ∫ 0  + ∞    𝜕  𝜕 x P  ( X ≤ x ,   Y > y ) d y ) d x =   ∫ 0  + ∞   (   ∫  − ∞ 0  x   d  x P  ( X ≤ x ,   Y > y ) ) d y =   ∫ 0  + ∞   (    lim  x → − ∞ ⁡     [ s P  ( X ≤ s ,   Y > y ) ]  x 0 −   ∫  − ∞ 0  P  ( X ≤ x ,   Y > y ) d x ) d y = −   ∫ 0  + ∞    ∫  − ∞ 0  P  ( X ≤ x ,   Y > y ) d x d y


  I n   f a c t   f o r   x   → − ∞                       0 ≥ x P  ( X ≤ x ,   Y > y ) = x   ∫  − ∞  x    𝜕  𝜕 t P  ( X ≤ t ,   Y > y ) d t ≥   ∫  − ∞  x  t   𝜕  𝜕 t P  ( X ≤ t ,   Y > y ) d t   → 0


  E  [   x 1 ∗   x 2 ∗ … ∗   x  n ]


    x 1 ,   x 2 …   x  n ≥ 0


  E  [   x 1 ∗   x 2 ∗ … ∗   x  n ] =   ∫ 0  + ∞  …   ∫ 0  + ∞  S  (   x 1 ,   x 2 , . . . ,     x  n ) d   x 1 d   x 2 … d   x  n


  S  (   x 1 ,   x 2 , . . . ,     x  n )


    x 1 ,   x 2 …   x  n


    x 1 ,   x 2 …   x  n ≤ 0


  E  [   x 1 ∗   x 2 ∗ … ∗   x  n ] =    ( − 1 )  n   ∫  − ∞ 0  …   ∫  − ∞  o  F  (   x 1 ,   x 2 , . . . ,     x  n ) d   x 1 d   x 2 … d   x  n


  F  (   x 1 ,   x 2 , . . . ,     x  x )


    x 1 ,   x 2 …   x  n


  E  [   x  m ∗   y  n ]


  m , n ∈   N +


    x  m =   ∫ 0  + ∞   1  x > u   m   u  m − 1 d u =   ∫ 0  x  m   u  m − 1 d u +   ∫  x  + ∞  0 ∗ d u


    y  n =   ∫ 0  + ∞   1  y > v   n   v  n − 1 d v =   ∫ 0  y  n   v  n − 1   d v +   ∫  y  + ∞  0 ∗ d v


    y  n =   ∫ 0  + ∞   1  y > v   n   v  n − 1 d v =   ∫ 0  y  n   v  n − 1   d v +   ∫  y  + ∞  0 ∗ d v


    x  m = −   ∫  − ∞ 0   1  x < u   m   u  m − 1 d u = −   ∫  x 0  m   u  m − 1 ∗ d u −   ∫  − ∞  x  0 ∗ d u


    y  n = −   ∫  − ∞ 0   1  y < v   n   u  n − 1 d v −   ∫  y 0  n   u  n − 1 ∗ d v −   ∫  − ∞  y  0 ∗ d v


    y  n = −   ∫  − ∞ 0   1  y < v   n   u  n − 1 d v −   ∫  y 0  n   u  n − 1 ∗ d v −   ∫  − ∞  y  0 ∗ d v


  E  [   x 1    m 1 ∗   x 2    m 2 ∗ … ∗   x  n    m  n ]


    m 1 ,   m 2 , … ,   m  n ∈   N +


    𝝁  𝟏


    𝝁  𝟐


    𝝈  𝟏


    𝝈  𝟐


  𝝆

