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Abstract

In this paper, the edge-preserving reconstruction of piecewise
smooth images is formulated within a probabilistic approach, where the
image is modelled as two coupled Markov Random Fields, one
representing the intensity and the other the discontinuities. In this way,
prior knowledge about global and local features of the image can be
introduced in the form of a Gibbs prior and a Maximum A Posteriori
estimate can be assumed as the solution of the original problem. Since
the posterior probability often presents local maxima, very expensive
stochastic relaxation algorithms should be used to obtain the global
maximizer. In order to reduce execution times, we propose a mixed-
annealing algorithm, which obtains the solution iteratively by means of
a sequence in which deterministic steps alternate with probabilistic
ones. In particular, each deterministic step is designed to minimize a
quadratic function of the intensity only, while each probabilistic step

updates the discontinuities, using the Gibbs sampler. This algorithm can




exploit the computational power of neural networks in solving
optimization problems; indeed, it can be implemented on a hybrid
architecture made up of a grid of digital processors interacting with a
linear neural network which supports most of the computational costs.
Such a computational scheme can be adopted both for image restoration
and for image reconstruction from projections, where the large size of

the neighbourhoods would prevent the use of the Gibbs sampler.



1. Introduzione

La ricostruzione digitale di immagini, a partire da un insieme di
dati osservati, & un problema inverso mal-posto, in quanto l'esistenza,
I'unicita e la stabilita della soluzione non possono essere garantite.
Soluzioni uniche e robuste al rumore si possono ottenere imponendo
vincoli addizionali che sfruttino informazioni a priori sulle
caratteristiche note dell'immagine e sulle proprieta statistiche del
rumore presente nei dati. La teoria della regolarizzazione [Tik 77]
consente di riformulare il problema della ricostruzione in termini di
principi variazionali che incorporano vincoli derivati dalle conoscenze a
priori. Svariati problemi dell'elaborazione di immagini possono essere
riformulati in questo modo [Ber 88], [Pog 85]; il vincolo imposto &
usualmente quello di "smoothness”, cio& di lenta variabilitd spaziale
dell'intensita dell'immagine. Tale vincolo, tuttavia, non risulta adeguato
in presenza di discontinuitd legate a bruschi cambiamenti della
geometria delle superfici o a variazioni repentine di intensitd luminosa.
Poiche le discontinuita hanno un ruolo importante nell'analisi e nel
riconoscimento di immagini di scene reali, risulta fondamentale poterle
ricostruire correttamente. A questo scopo, la teoria della
regolarizzazione standard di Tikhonov presenta seri limiti poiché
impone vincoli di "smoothness” anche dove non devono essere
soddisfatti, e cio&¢ in corrispondenza delle discontinuitd [Bed 92a].

Recentemente, alcuni autori [Gem 84], [Bla 87a], [Bla 87b] hanno
proposto approcci che consentono di spezzare i vincoli di "smoothness"
in corrispondenza delle discontinuitd, considerate anch'esse incognite
(elementi di linea) del problema. In particolare, D. Geman e S. Geman

sostengono il vantaggio di usare un approccio Bayesiano in cui il



comportamento locale dell'immagine & modellato per mezzo di Campi di
Markov (MRF), in quanto particolarmente flessibile per I'introduzione di
informazioni a priori sulle configurazioni degli elementi di linea. La
soluzione viene ricondotta alla minimizzazione di un funzionale costo in
cui compaiono esplicitamente sia le intensitd che le discontinuita.

Nel presente lavoro, l'approccio Bayesiano sopra descritto viene
proposto per la formulazione unificata dei problemi del restauro di
immagini distorte e rumorose e della ricostruzione di immagini da un
numero limitato di proiezioni. Con riferimento alla classe di immagini
localmente "smooth"”, l'immagine & modellata come una coppia di MREF,
uno per il processo di intensita e l'altro per il processo di linea. In tal
modo le informazioni a priori sulla geometria delle discontinuithd e sulle
interdipendenze locali fra i valori di intensitd possono essere descritte
sotto forma di distribuzioni di Gibbs e la soluzione pud essere definita
come il punto di minimo globale di una funzione energia associata alla
distribuzione di probabilita a posteriori.

Nel caso in cui siano utilizzate esplicitamente le discontinuitd, la
funzione energia a posteriori & in genere non convessa, e i classici
algoritmi deterministici non assicurano il raggiungimento del minimo
globale. In [Gem 84], [Bla 87a], ¢ [Gei 91] sono stati proposti algoritmi sia
stocastici che deterministici, in grado di sfuggire ai minimi locali, e
quindi adatti a risolvere problemi di minimizzazione non convessa. La
maggior parte degli algoritmi stocastici sono basati su tecniche di
"annealing” simulato e generalmente presentano costi computazionali
piu elevati rispetto a quelli deterministici [Bla 89]. D'altro canto, la
convergenza degli algoritmi stocastici ¢ stata dimostrata in generale
[Gem 84], [Aar 89], mentre la convergenza degli algoritmi deterministici

¢ stata dimostrata solo per casi particolari [Bla 87a]. A causa della loro



intrinseca complessita e della grande dimensione dei tipici problemi di
elaborazione di immagini, il costo computazionale di entrambi questi tipi
di algoritmo tende ad essere molto alto. Per questa ragione sono stati
fatti molti sforzi volti all'individuazione di algoritmi paralleli e nuove
architetture parallele capaci di ridurre significativamente il tempo di
esecuzione rispetto alle implementazioni seriali. In [Gem 84] & stata
proposta l'applicazione di uno schema di "annealing” ad un algoritmo di
rilassamento stocastico, il campionatore di Gibbs, che potrebbe essere
implementato in parallelo su una griglia di processori interconnessi
localmente. Tuttavia sono state considerate sperimentalmente solo
immagini quantizzate su pochi livelli di grigio poiché all'aumentare dei
livelli la complessita computazionale cresce notevolmente. Nel restauro
di immagini, la possibilita di utilizzare il campionatore di Gibbs & legata
principalmente al fatto che la distribuzione a posteriori & ancora
Gibbsiana, con intorni relativamente piccoli. La sua applicazione al
problema della ricostruzione di immagini da proiezioni non & invece
possibile, poiché la probabilita a posteriori in questo caso non & pid
Gibbsiana. Infatti, a causa della relazione esistente fra l'immagine e i
dati, il sistema di intorni associato alla distribuzione a posteriori & molto
grande.

In [Bed 92b] & stato proposto un algoritmo che risolve il problema
del restauro di immagini con discontinuitd applicando, all'interno di uno
schema iterativo di "annealing”, un campionatore di Gibbs per
l'aggiornamento del processo di linea e wuna minimizzazione
deterministica per l'aggiornamento del processo di intensitd. Lo schema
globale dell'algoritmo, che porta alla minimizzazione della funzione
energia a posteriori, pud quindi essere considerato come risultante dalla

cooperazione di due blocchi computazionali: il primo, fissata la



configurazione degli elementi di linea, trova il minimo rispetto al
processo di intensitd; il secondo aggiorna il processo di linea per mezzo
di un campionatore di Gibbs, utilizzando la stima corrente del processo
di intensita. Il primo blocco esegue una minimizzazione convessa e pud
essere efficientemente implementato per mezzo di una rete neurale
lineare. Il campionatore di Gibbs pud essere implementato su una griglia
di processori che lavorano in parallelo. L'intrinseco parallelismo del
campionatore di Gibbs, combinato con la potenza computazionale delle
reti neurali nel risolvere problemi di ottimizzazione, consente quindi di
ottenere un algoritmo molto efficiente.

Questo algoritmo di "annealing” misto viene qui applicato anche al
caso della ricostruzione di immagini da proiezioni. L'aspetto interessante
di questa applicazione risiede nel fatto che l'algoritmo consente di
utilizzare il campionatore di Gibbs anche nel caso della ricostruzione da
proiezioni, in quanto il sistema di intorni relativo al processo di linea
nella distribuzione a posteriori rimane lo stesso di quello adottato per la
distribuzione a priori. Si vedra che le differenze fra l'applicazione al
restauro e quella alla ricostruzione consistono nel diverso grado di
interconnessione della rete neurale che esegue la minimizzazione

rispetto all'intensita.

2. Modelli a Campi di Markov nella Ricostruzione Bayesiana

di Immagini

Per restauro digitale di immagini si intende il processo di stima
dell'immagine ideale di un oggetto a partire da una sua versione
degradata attraverso un operatore noto ed affetta da rumore
usualmente additivo [And 77]. La ricostruzione di immagini da

proiezioni (tomografia) ¢ un procedimento mediante il quale si possono



ottenere mappe bidimensionali di una quaiche proprieta fisica di un
corpo, sfruttando la conoscenza dei suoi integrali di linea lungo un
numero finito di percorsi [Her 80]. Il campo di applicazione forse pin
noto della tomografia & quello della radiologia diagnostica, in cui la
proprieta fisica di interesse ¢ la densita in una prefissata sezione del
corpo in esame. In questo caso, misurando le perturbazioni indotte su
alcuni tipi di radiazioni esploranti (tipicamente raggi X), si ottengono
delle quantita legate agli integrali di linea della densitd sulla sezione
[Kak 79]. Mentre il problema della ricostruzione tomografica & stato
risolto soddisfacentemente nel caso in cui si disponga di un numero
elevato di proiezioni, esso rimane aperto nei casi in cui le proiezioni a
disposizione siano limitate o mancanti su un certo intervallo angolare, o
pesantemente affette da rumore [Cen 83]. Tali situazioni sono piuttosto
frequenti in ambiente industriale e geologico, ma anche nel contesto
medico, quando, ad esempio, si voglia diminuire la quantitd di radiazioni
nocive da somministrare al paziente.

Assumendo che il modello di formazione dei dati sia lineare, i
problemi del restauro di immagini e della ricostruzione tomografica
possono essere entrambi ricondotti alla risoluzione di sistemi di
equazioni lineari. In applicazioni pratiche, tali sistemi risultano spesso
indeterminati e sempre altamente mal-condizionati, per cui il calcolo di
una soluzione soddisfacente richiede 1'adozione di tecniche di
regolarizzazione. Gli stabilizzatori principalmente usati per questo scopo,
ad esempio le misure di entropia e di energia sulla soluzione o sulle sue
derivate di vario ordine, producono soluzioni che risultano
eccessivamente piatte. In tali situazioni, incorporare nel problema
conoscenze riguardo le discontinuta pud migliorare le ricostruzioni,

consentendo la rottura del vincolo di "smoothness" nei punti in cui non



ha significato fisico. Tuttavia, la localizzazione preliminare delle
discontinuita & alquanto difficoltosa se non addirittura impossibile, come
quando i dati a disposizione sono valori di integrali di linea. Nella
maggior parte dei casi & cosi preferibile trattare anche le discontinuitd
come incognite del problema.

Nell'approccio Bayesiano qui adottato l'immagine & considerata

come una coppia (F,L) di Campi di Markov, dove F (processo di intensitd)

¢ la matrice NxN di variabili casuali a valori continui fi,j,

associate ai
valori dei pixel, e L (processo di linea) & una matrice di variabili casuali
binarie associate alle discontinuita. Tipicamente, gli elementi di linea
sono considerati localizzati sulla griglia dei siti interpixel, e sono distinti
in orizzontali e verticali, come mostrato in Fig.1. Un elemento di linea
assume valore 1 per indicare la presenza di una discontinuita, 0
altrimenti. Nel seguito ogni particolare realizzazione del campo L sar
rappresentata dalla coppia (h,v), dove h e v sono le matrici (N-1)xN e
N x(N-1) associate agli elementi di linea orizzontali e verticali,
rispettivamente.

Indicando con f la notazione lessicografica per la matrice f,

realizzazione del processo F, il modello di formazione dei dati & [And 77]:
g=Hf+n (2.1)

dove g & il vettore dei dati, n & una realizzazione del processo di
rumore, indipendente da fed 1, e H rappresenta la matrice di
degradazione. Nel caso del restauro, H rappresenta un operatore di
convoluzione, mentre, nel caso della ricostruzione, H & la matrice di
Radon, il cui elemento (i,j) rappresenta la lunghezza dell'intersezione del

percorso i-esimo con il pixel j-esimo [Her 80].



Il problema della ricostruzione & ricondotto alla determinazione di
una realizzazione (f,1) che sia ottima in qualche senso, avendo a
disposizione una realizzazione dei dati. La soluzione si pud ottenere
esprimendo le informazioni a priori sul problema in termini di
opportune distribuzioni di probabilita e scegliendo come stima ottima
quella che massimizza la probabilita a posteriori per (f,1) dato g (stima

MAP). Per il teorema di Bayes, tale probabilita a posteriori & data da:

P(g | £,1) P(f,1)
P(g)

Pl g)= (2.2)

Nell'usuale assunzione di un processo di rumore le cui componenti

sono indipendenti, bianche e gaussiane, con varianza ¢2 nota e media
nulla si ha:
1
P(g | £,)) = 2rn 62)™/2 exp [ ) IIg-HfHZ} (2.3)

dove M ¢ la dimensione del vettore g. Ignorando il termine costante

P(g) e considerando la (2.3), la (2.2) diventa:

P(f] | g)=(2nc2)™M/2 exp [51{{2' Hg-anZ} P(£,1) (2.4)

Il ruolo chiave & cosi giocato dall'espressione scelta per la
distribuzione a priori P(f,1) e cio¢, nel nostro caso, dal modello MRF
adottato.

Poiché la probabilita condizionale di un elemento di un MRF
rispetto a tutti gli altri dipende solo dalla configurazione degli elementi
associati a siti in un intorno prestabilito, il campo & completamente
determinato specificando tutte le probabilita condizionali. questo da una
estrema flessibilita nel modellare le informazioni a priori circa il

comportamento locale del campo stesso. Inoltre, il teorema di Clifford-



Hammersley [Gem 84] stabilisce che la probabilita congiunta di un MRF
pud sempre essere espressa nella forma di una distribuzione di Gibbs:

PE)) = —12— exp (—————Z'Ug’l j

Ui = Z vV (f,1) (2.5)

dove Z ¢ la costante di normalizzazione, B € una costante positiva, U(f,]) &
la funzione energia e i potenziali V. (f,]) sono funzioni con supporto sulle
"clique" associate al sistema di intorni. Un sottoinsieme ¢ di siti &
chiamato "clique" se due siti distinti in ¢ stanno uno nell'intorno
dell'altro. L'unione di tutte le "clique" che contengono uno stesso sito &
I'intorno di tale sito. Dall'eq. (2.5) €& cosi immediato verificare che la
probabilita condizionale di un elemento del campo in un sito s dipende
solo dagli elementi associati ai siti dell'intorno di s. Questo importante
risultato evidenzia che il comportamento locale del campo pud essere
direttamente modellato attraverso la probabilita congiunta, specificando
1 potenziali piuttosto che le singole probabilita condizionali. Un compito
essenziale a questo scopo ¢ la definizione di un appropriato sistema di
intorni. In questo lavoro, per modellare la classe di immagini localmente
"smooth" con discontinuitd connesse, si & utilizzato il sistema di intorni
mostrato in Fig. 2. Con riferimento a questo sistema, la dipendenza fra
intensita dei pixel e configurazioni degli elementi di linea, e la mutua
dipendenza fra elementi di linea, sono state espresse quantitativamente
per mezzo dei potenziali V (f,]) associati al sistema di "clique". In
particolare, sono stati associati potenziali diversi da zero solo a "clique"
costituite da due e quattro elementi di linea (Figg. 3a, 3b e 3¢) e a

"clique” miste costituite da tre elementi (Figg. 3d e 3e). Le possibili
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configurazioni, a meno di rotazioni, per le "clique" di linea sono mostrate
in Fig.4.

Una tipica scelta per U(f,]) & la seguente [Mar 87]:

N
UED = A Z

i=1 j=

N-1
[(fi-fi 5017 02] (L-vip) + (2.6 a)
1

N-1 N
+A 22[(fi,j-fi+1,j>2~ 02] (1-h;j) + (2.6 b)

i=1 j=1

N-IN-1
+ 2Zva(hi,jvvi,jvhi,jﬂ,Vi+1,j)+Vb(Vi,j,Vi,j+1)+Vb<hi,jahi+l,j) (2.6 ¢)

i=1 j=1
in cui le (2.6 a) e (2.6 b) rappresentano le somme dei potenziali relativi
alle "clique" miste di Figg. 3e e 3d, e la (2.6 ¢) rappresenta le somme dei
potenziali sulle "clique" di linea di Figg. 3a, 3b e 3c. La costante 0
rappresenta una soglia sui gradienti orizzontali e verticali, € A & un
parametro di regolarizzazione positivo. La presenza dei termini (2.6 a) e
(2.6 b) nella probabilita a priori dell'immagine, in accordo alla (2.3),
rende piu probabili soluzioni in cui gli elementi di linea hanno valore 1
dove il gradiente & alto. Nella (2.6 c), i potenziali V, e V, sono funzioni di
tutte le possibili configurazioni delle "clique” di linea a quattro e a due
elementi rispettivamente; tali funzioni sono specificabili per mezzo di
tabelle. Un basso valore del potenziale rende la corrispondente
configurazione piu probabile e viceversa. In immagini reali, Ile
discontinuitd sono usualmente connesse e sottili. Questo vincolo pud
essere imposto associando un potenziale alto alle configurazioni in cui
un elemento di linea si presenta isolato, e alle configurazioni in cui due

elementi di linea adiacenti e paralleli sono contemporaneamente attivi.
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La soluzione MAP al problema della ricostruzione di immagini si
ottiene massimizzando la probabilita a posteriori di eq. (2.4) che,
tenendo conto di eq. (2.5) diventa:

- 2
P(fl1g) = lz (2rno2)™M? exp ( '%— - U(f,l)j (2.7)

dove U(f,]) ¢ data dalla (2.6) e B ¢ stato posto uguale a 1. Lo stesso scopo
pud essere equivalentemente raggiunto minimizzando la funzione
energia a posteriori definita come:

Byl = “EE vty

lg-
2 (2.8)

E' da notarsi che, a causa della sua dipendenza dal processo di linea,

la funzione E4(f,l) risulta non convessa.
3. L'algoritmo di "annealing" misto

Per la soluzione generale di problemi di minimizzazione non
convessa, come quello qui trattato, sono stati proposti algoritmi iterativi,
basati sul rilassamento stocastico e 1'"annealing” simulato. In questi
algoritmi sono consentiti cambi casuali nello stato delle variabili, in
accordo ad una legge di probabilita che dipende da un parametro di
controllo t detto temperatura [Aar 83]. Nel caso presente, la legge di
probabilitd si ottiene introducendo il parametro t in (2.7) nel seguente

modo:

-E,(f,1
(,)) (3.1)

1 g
P(f,llg) == exp (

Z T
La temperatura viene fatta decrescere gradualmente in accordo ad

un opportuno schema di "annealing” e, per ogni suo valore, si calcola uno

stato delle variabili che rappresenta un campione tratto dalla
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probabilita a posteriori di eq. (3.1). Nell'algoritmo di Metropolis [Met
53], questo campione ¢ ottenuto generando un gran numero di
transizioni di stato casuvali. E' noto che, al tendere a zero della
temperatura, questa procedura converge allo stato piu probabile in
accordo alla (2.7), cio¢ al minimo globale dell'energia (2.8). In [Kir 83]
viene usato l'algoritmo di Metropolis per raggiungere uno stato stabile a
ogni temperatura di uno schema di "annealing" derivato ad hoc per
analogia con 1'"annealing" chimico. In [Gem 84] viene proposto un
campionatore di Gibbs per raggiungere stati stabili all'interno di uno
schema in cui la temperatura ¢ abbassata secondo una legge logaritmica.

Questi metodi hanno generalmente un costo computazionale molto
elevato. La ragione principale & la lenta convergenza, che richiede
spesso parecchie centinaia di iterazioni. Una seconda ragione ¢ la
dimensione molto grande del problema trattato; nel nostro caso, per
esempio, il numero di variabili & N2+2N(N-1), dove un tipico valore per
N ¢ 512. In [Gem 84] ¢ evidenziato che il campionatore di Gibbs
potrebbe essere efficientemente implementato su sistemi di calcolo
parallelo. Tuttavia questo richiederebbe un elevato numero di
processori, uno per ogni variabile del problema. Inoltre deve essere
notato che, per la minimizzazione dell'energia a posteriori che risulta
nella ricostruzione da proiezioni, la dimensione molto elevata del
sistema di intorni rende impraticabile l'uso del campionatore di Gibbs.
Infatti, per la presenza della matrice di Radon come operatore di
distorsione, l'intorno di ogni pixel diventa virtualmente l'intera
immagine.

In questo lavoro & suggerito uno schema di "annealing" misto in cui
le wvariabili continue sono aggiornate in modo deterministico, mentre

quelle binarie sono aggiornate in modo stocastico. Il procedimento ¢
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basato sull'osservazione che l'energia a posteriori di eq. (2.8) & una
funzione convessa della sola variabile f e cosi il suo minimo f*(1) pud
essere calcolato in modo deterministico. In accordo a questa
considerazione, il problema di minimizzare Eg(f,l) rispetto sia ad f che ad
1 pud essere ricondotto al problema della minimizzazione di E4(f*(1),1)
rispetto alla sola 1. Poiché la Eg(f*(1),]) & ancora Gibbsiana con lo stesso
sistema di intorni della distribuzione a priori, la sua minimizzazione pud
essere eseguita mediante un campionatore di Gibbs accoppiato con uno
schema di "annealing”, la cui efficienza ¢ ora molto migliorata a causa
dell'enorme riduzione del numero di possibili configurazioni. Si noti
infatti che le variabili interessate dalla minimizzazione sono solamente
le 2N(N-1) componenti binarie di 1. Il Campionatore di Gibbs pud essere
usato per trarre campioni da una data distribuzione di Gibbs, in modo
parallelo, aggiornando ripetutamente tutti gli elementi di linea
simultaneamente ed in modo asincrono. Ogni elemento di linea I
associato al sito s & aggiornato in accordo alla probabilitd condizionale
locale, dati i valori osservati degli elementi di linea nei siti r, r#s,re A,
dove A, ¢ l'intorno di s. I passi dell'algoritmo di "annealing” misto sono i
seguenti:
1. Si scelgono un valore iniziale 1, per la temperatura © e una legge di
decremento; si fissano il numero L, di transizioni da eseguire alla
temperatura 1t e una configurazione iniziale 1y per gli elementi di

linea.

2. Dati vty e L., iniziando dalla configurazione precedente 1, il

campionatore di Gibbs trae un campione I, , del processo di linea

dalla seguente distribuzione di Gibbs:

'Ez(f*(]kﬂ)’lkﬂ))

1
P(ly,,lg) =7 exp ( T
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3. Si1 selezionano nuovi valori di t e L e si ripete l'algoritmo dal
k+1 k+1

passo 2, finché non sia soddisfatto un opportuno criterio di

terminazione.

E' stato provato [Aar 89] che, se le sequenze {1y} e {L,} sono scelte
convenientemente, algoritmi come quello descritto sopra sono in grado
di sfuggire a minimi locali e quindi di convergere al minimo globale.

Poiché la dimensione di A; & generalmente modesta e la variabile I
¢ binaria, il costo computazionale per generare un campione del
processo di linea in accordo alla probabilita condizionale locale &
normalmente basso. Tuttavia, per ogni possibile configurazione del
processo di linea, la probabilita condizionale locale dipende dal valore di
f*(l), risultante dalla minimizzazione dell'energia a posteriori rispetto a
f. Anche se la dimensione di questo problema di minimo & ridotta da
N2+2N(N-1) a N2, il suo costo computazionale rimane ancora molto
elevato, e tale Vda impedire l'implementazione dell'algoritmo sopra
descritto su calcolatore seriale. Nel paragrafo seguente si mostrerd che &
possibile progettare una rete neurale che prende come ingresso la
configurazione corrente degli elementi di linea 1 e di come uscita il
valore f*(1).

Di seguito forniamo una versione approssimata dell'algoritmo di
"annealing" misto, che, oltre a rimanere adatta ad una implementazione
facente uso di reti neurali, presenta una complessitd ridotta compatibile
con una implementazione su calcolatore seriale. Detto Iy l'aggiornamento
corrente generato dal campionatore di Gibbs nel passo 2 partendo dalla
configurazione iniziale 1., si possono ragionevolmente adottare le

seguenti approssimazioni:

a. I'y differisce da I, solo per pochi elementi;
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b. per ogni I'y vale Eg(f*(l'k),l'k) ~ Eg(f*(lk),l'k).
Il passo 2 dell'algoritmo pud cosi essere diviso nel seguente modo:
2a. dato 1, si calcola f*(1,);

2b. dati 7y e Ly, iniziando dalla configurazione precedente I, il
campionatore di Gibbs trae un campione l.,; del processo di linea

dalla seguente distribuzione di Gibbs:

1 -E (1) lis )
P(lk+llg)=iexp( _— ‘”]

L'approssimazione descritta sopra aumenta l'efficienza
dell'algoritmo in quanto il calcolo di f*(I) viene eseguito non per ogni
aggiornamento del singolo elemento di linea, ma solo dopo aver

raggiunto uno stato stazionario per l'intero processo di linea. L'algoritmo
esegue in successione una minimizzazione di Eg rispetto ad f, fissato I,
quindi, mantenendo costante f, aggiorna 1, generandone un campione in
accordo alla sua probabilita condizionale. Per valori bassi della
temperatura l'aggiornamento di 1, viene praticamente eseguito
deterministicamente in modo da abbassare il valore dell'energia, quindi
si avra almeno la convergenza ad un minimo locale. D'altra parte,
specialmente ad alte temperature, la possibilitd di un aumento del
valore dell'energia pud consentire di scavalcare i minimi locali; non &
dunque escluso che l'algoritmo possa convergere anche al minimo
globale. T risultati di simulazione, riportati parzialmente nel paragrafo 5,
hanno evidenziato che ricostruzioni di buona qualitd possono essere
ottenute con un numero di iterazioni dei passi 2a e 2b dell'ordine della

decina, e con un numero di aggiornamenti completi degli elementi di

linea dell'ordine delle centinaia, per ogni esecuzione del passo 2b.

16



4. Schema computazionale basato su una rete neurale

Ogni singola iterazione dell'algoritmo di minimizzazione proposto
nel paragrafo precedente prevede due passi principali: l'aggiornamento
degli elementi di linea e la minimizzazione dell'energia a posteriori
rispetto a f.

Gli elementi di linea sono aggiornati usando il campionatore di
Gibbs: tutti i siti di linea sono visitati ripetutamente e i loro valori sono
ottenuti traendo campioni dalla distribuzione condizionale locale. Un tale
schema pud essere implementato nella pratica usando un'architettura
parallela composta da una griglia di processori, ognuno dei quali &
relativo ad un sito di linea ed & connesso solo ai processori relativi ai siti
del suo intorno [Gem 84]. Mentre il numero di siti e di processori distinti
pud essere molto grande, il numero di connessioni a un dato processore
¢ usualmente basso, in dipendenza dall'ordine del sistema di intorni
scelto.

La minimizzazione dell'energia a posteriori rispetto agli elementi di
intensitd trarrebbe anch'essa vantaggio dall'uso di architetture
parallele. Recentemente, & stato evidenziato che alcune reti neurali
artificiali, per la cui pratica implementazione sono stati proposti
modelli elettrici analogici, rappresentano uno strumento potente per
risolvere problemi di ottimizzazione. Poggio e altri [Pog 85] hanno
sviluppato un modello di rete analogica resistiva per la minimizzazione
delle funzioni energia quadratiche che derivano dalla regolarizzazione
standard di tipici problemi della Computer Vision. In [Bed 92a], il
modello di rete neurale non lineare e continuo proposto da Hopfield
[Hop 82], [Hop 85], [Hop 86] & applicato al restauro di immagini con il
metodo della massima entropia. Le reti di Hopfield possono essere

adattate anche per risolvere problemi di minimizzazione quadratica,
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assumendo che tutti gli elementi abbiano caratteristica lineare. Nel
seguito, per la minimizzazione dell'energia a posteriori rispetto
all'intensita, faremo riferimento alla rete di Hopfield gia illustrata in
[Bed 92a]. Tale.rete pud essere realizzata mediante un circuito elettrico
composto di amplificatori Oy, con resistenze e capacita di ingresso Ry e
Cy, rispettivamente, interconnessi tra loro mediante una rete
caratterizzata da una matrice di transconduttanze T. La dinamica di tale

circuito elettrico ¢ descritta dal seguente sistema di equazioni

differenziali:
duk Ug
Q-—-—-*ETkl vi — gtk
k
Vi = @ (uy) k=12,..N (4.1)

dove ¢y esprime la caratteristica ingresso-uscita dell'amplificatore O, e
la transconduttanza Ty; interconnette Il'uscita dell'amplificatore Oy e
I'ingresso dell'amplificatore O;. I & la corrente iniettata dall'esterno
sull'ingresso di Oy. E' possibile mostrare che, sotto opportune condizioni
[Hop 84], la funzione di Liapunov associata al circuito elettrico descritto

dalle (4.1) & la seguente:

N N N v, N
= %ZZTU“VJJFZ%JO qai_l(v)dv —Zlivi

i=1 j=1 =1 1 i=1 (4.2)

Nel seguito sara mostrato che i parametri di questa rete possono essere
scelti in modo che la funzione (4.2) prenda la forma della funzione
energia a posteriori del problema qui trattato. Assumendo per tutti gli
amplificatori un guadagno unitario, l'eq. (4.2), in forma matriciale,

diventa:
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E(v) = -‘%VT(T—R)V 1T (4.4)

dove I ¢ il vettore delle correnti I, ed R & la matrice diagonale in cui I'i-
esimo elemento ¢ dato da 1/R;, con R; la i-esima resistenza di ingresso.
Adottando una notazione lessicografica per la matrice dei valori di
intensita, l'energia a posteriori (2.8), tenendo conto della (2.6), pud

essere riscritta in forma matriciale come:

TH THE
E,(f)]) = fTGiG-Z- 0 ATA 42 BTij ; g—c—g—— (4.5)

dove i termini che non dipendono dal processo di intensitd sono stati

trascurati. In (4.5), A e B sono matrici (N?-N)xN2, date da:

Aq (B, -B
0 |

\ A \ By -Bu;
(4.6)

dove il generico blocco A;, di dimensione (N-1)xN, e il generico blocco B;,

di dimensione NxN sono dati da:

(311 -diq
. : 0

A= aji -k

\ AN-1 AN
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(1-hyy) A

(1-hy)

\ (b Y,

(4.7)
e dove a;=(1-vy;). Queste matrici dipendono dai valori degli elementi di

linea, considerati fissati. Assumendo:

R=Igg, K=N?

T
H
T=-2 (—}2%2—+ L ATA + 2 BTB)+IKxK
HT,
Iz‘“g
[8)
v=Ff (4.8)

dove Ig.x € la matrice identita di dimensione KxK, le eqq. (4.4) e (4.5)

risultano identiche. Questo prova che il minimo in f dell'energia a
posteriori pud essere calcolato come uno stato stazionario stabile di un
circuito analogico.

Un diagramma a blocchi del sistema computazionale globale &
mostrato in Fig. 5. Il sistema & una rete ibrida derivata dall'interazione
fra il sistema digitale dedicato all'aggiornamento degli elementi di linea
e la rete neurale analogica usata per la minimizzazione deterministica.
La temperatura t & considerata come un parametro di ingresso variato

esternamente in accordo ad uno schema di "annealing" opportuno.
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Il grado di interconnesione della rete neurale dipende dalla forma
assunta dalla matrice T. In particolare, come gia detto in precedenza, nel
caso del restauro si hanno degli intorni di dimensione ridotta e pertanto
la rete risultera caratterizzata da connesioni solo locali; nel caso della
ricostruzione da proiezioni, la struttura della matrice H & tale che
I'intorno di ogni pixel nell'energia a posteriori diventa praticamente
I'intera immagine e quindi la rete neurale risulterd totalmente

interconnessa.
5. Risultati sperimentali

Le prestazioni dell'algoritmo descritto nei paragrafi precedenti sono
state valutate su un computer seriale, utilizzando immagini sia
sintetiche che reali. Dato il costo computazionale dell'algoritmo, ne &
stata implementata solo la versione approssimata fornita nel paragrafo
4. Inoltre, come ulteriori semplificazioni, sono state trattate immagini di
dimensione massima 64x64, e, nello schema di "annealing”, sono state
eseguite solo poche iterazioni, mantenendo la temperatura ad un valore
fissato sufficientemente basso.

In tutte le prove effettuate, il valore del parametro di
regolarizzazione A & stato scelto empiricamente in modo che le immagini
restaurate presentassero un buon compromesso fra la proprieta di
"smoothness” e la consistenza con i dati. Il valore di soglia 8 dovrebbe
essere scelto sulla base dell'effettivo valore minimo del gradiente,
corrispondente alle discontinuita tipiche della classe di immagini
trattate. In generale, un tale valore non & disponibile per immagini reali;
una stima approssimata pud tuttavia essere ottenuta sulla base di
informazioni a priori o, nel caso del restauro, di una preliminare analisi

delle immagini degradate. Particolare attenzione & stata dedicata alla
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scelta dei potenziali di linea V, e Vy di eq. (2.6 c¢). Questi potenziali
determinano la probabilita condizionale di un elemento di linea data la
configurazione degli elementi nel suo intorno. Per le immagini
considerate, la scelta di V, e V, & stata fatta in modo tale da scoraggiare
la formazione di configurazioni poco probabili come incroci di linee,
terminazioni di linee e linee doppie e, viceversa, incoraggiare le
continuazioni di linee. I valori qui adottati sono riportati nella Tabella I.

Nel seguito sono riportati alcuni dei risultati ottenuti applicando
l'algoritmo al restauro di immagini distorte e affette da rumore e alla

ricostruzione di immagini da un numero limitato di proiezioni.
5.1 Restauro di Immagini

In questo caso, i dati sono costituiti da immagini degradate,
ottenute mediante convoluzione delle immagini originali con un filtro

passa-basso, definito da una maschera uniforme, e contaminate con

rumore gaussiano additivo di media zero e varianza o?. L'immagine

sintetica considerata & mostrata in Fig. 6a, mentre la corrispondente
immagine degradata con una maschera uniforme 3x3 e rumore additivo
con SNR pari a 20dB ¢ mostrata in Fig. 6b. L'immagine restaurata (Fig.
6c) & stata ottenuta dopo 7 iterazioni usando come parametri A=0.003,
0=20 e ©=0.5; per ogni iterazione & stata eseguita una minimizzazione
rispetto a f, ed & stato tratto un campione del processo di linea visitando
consecutivamente tutti gli elementi di linea 400 volte. In Fig. 6d &
riportata la mappa finale degli elementi di linea.

Come secondo esempio riportiamo un'immagine reale (Fig. 7a),
degradata artificialmente con un filtro uniforme di dimensione 5x5 e
aggiungendo rumore con SNR pari a 20dB. L'immagine degradata &

mostrata in Fig. 7b. Per gli stessi valori dei parametri usati nel caso
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sintetico, ¢ dopo 8 iterazioni, sono stati ottenuti i risultati mostrati in
Fig. 7c; per ogni iterazione sono stati effettuati 400 aggiornamenti
completi degli elementi di linea. In Fig. 7d & riportata la mappa della

configurazione finale degli elementi di linea.
5.2 Ricostruzione di immagini da proiezioni

Per questo caso sono riportati i risultati relativi alla ricostruzione di
un'immagine sintetica ispirata ad una versione circolare del fantoccio di
testa umana proposto da Shepp e Logan [Kak 83] (Fig. 8a). I valori del
processo di intensitda sono stati scelti nell'intervallo [0, 0.4] e
corrispondono ai valori di attenuazione incontrati nel cranio da un fascio
di raggi X di 60 keV [Her 80]. I dati a disposizione sono stati calcolati
come valori di proiezioni uniformemente distribuite in [0,x], ognuna
relativa a 150 percorsi equispaziati. Considerando che nei casi pratici si
riescono ad ottenere dati con un buon SNR, il rumore sui dati di
proiezione ¢ stato fissato a 40dB. In Fig. 8b & mostrata la ricostruzione
ottenuta con & iterazioni complete dell'algoritmo; i valori dei parametri
utilizzati sono stati 27»(52:3, 0=0.048, 1=0.7. Nelle Figg. 8c e 8d sono
riportati, per confronto, i risultati ottenuti con i metodi di ricostruzione
ART (Algebraic Reconstruction Technique) [Cen 83] e CBP (Convolution
Backprojection) [Lew 83], utilizzando lo stesso numero di dati. Il numero
delle proiezioni & stato poi portato a 150, e sono state eseguite le
ricostruzioni ART e CBP (Figg. 8¢ e 8f). Si pud osservare che la qualitd di
queste ultime ricostruzioni ¢ confrontabile con quella ottenuta,
mediante il metodo proposto, utilizzando un numero di proiezioni

ridotto di un fattore 5.
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6. Conclusioni

E' stato proposto un algoritmo di "annealing”" misto per la
ricostruzione MAP di immagini localmente "smooth". L'immagine & stata
modellata come una coppia di MRF, uno per il processo di intensitd e
I'altro per il processo di linea. La stima MAP & stata ottenuta come il
minimo globale di una funzione energia a posteriori E4(f,1). Poiche
I'energia ¢ una funzione convessa di f per ogni configurazione fissata di
elementi di linea, essa presenta un unico minimo f*(I). Il minimo globale
appartiene cosi all'insieme di coppie (f,1) tale che f=f*(1) e pud essere
raggiunto minimizzando la funzione E4(f*(I),1) rispetto a 1. Questa
minimizzazione & eseguita attraverso un algoritmo di "annealing"
simulato che aggiorna solo il processo di linea, mentre il processo di
intensita & vincolato ad assumere il valore f*(I). Il metodo proposto pud
essere utilizzato per risolvere sia il problema del restauro che quello
della ricostruzione da proiezioni, in cui la dimensione degli intorni rende
impraticabile l'uso diretto del campionatore di Gibbs. E' stata anche
proposta un'implementazione dell'algoritmo su wuna architettura
parallela ibrida, costituita da una griglia di processori digitali interagenti
con una rete neurale analogica. La griglia di processori digitali aggiorna
1l processo di linea usando un campionatore di Gibbs. La rete neurale‘
consiste di un circuito analogico lineare che, per ogni fissata
configurazione 1 degli elementi di linea, raggiunge il valore f*(1) come
suo stato di equilibrio. E' stata proposta inoltre una versione
approssimata dell'algoritmo, basata sull'assunzione che 1'energia a
posteriori vari poco per pochi aggiornamenti degli elementi di linea.

Le prestazioni di questo algoritmo approssimato sono state
analizzate per mezzo di un computer seriale su immagini sia sintetiche

che reali, con applicazione al restauro di immagini e alla ricostruzione
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tomografica da proiezioni. I risultati ottenuti si sono rivelati

soddisfacenti anche con un numero di iterazioni inferiore a 10.
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DIDASCALIE DELLE FIGURE
Fig.1 Griglie dei pixel e degli elementi di linea.

Fig.2 Sistema di intorni:
(a) intorno per un elemento di linea orizzontale;
(b) intorno per un elemento di linea vericale;

(c) intorno per un pixel.

Fig.3 "clique" con valori di potenziale non nulli:
(a) "clique" di linea a quattro elementi;
(b) "clique" di linea a due elementi (verticale);
(c) "clique" di linea a due elementi (orizzontale);
(d) "clique" mista orizzontale;

(e) "clique" mista verticale.

Fig.4 Possibili configurazioni (a meno di rotazioni) per le "clique" di
linea:
(a) nessuna linea; (b) terminazione; (¢) angolo;
(d) continuazione; (e) configurazione a "T"; (f) croce;

(g) nessuna linea; (h) linea semplice; (i) linea doppia.
Fig.5 Il sistema computazionale.

Fig.6 Restauro di un'immagine sintetica (64x64):
(a) immagine originale; (b) immagine degradata (filtro uniforme
3x3, SNR=20dB); (c) immagine restaurata dopo 7 iterazioni; (d)

mappa degli elementi di linea rilevati.
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Fig.7

Fig.8

Restauro di un'immagine reale (64x64):
(a) immagine originale; (b) immagine degradata (filtro uniforme
5x5, SNR=20dB); (c¢) immagine restaurata dopo 8 iterazioni; (d)

mappa degli elementi di linea rilevati.

Ricostruzione di un'immagine sintetica (64x64):

(a) immagine originale; (b) ricostruzione Bayesiana dopo 8§
iterazioni (30 proiezioni, SNR=40dB); (c) ricostruzione ART dopo
10 iterazioni (30 proiezioni, SNR=40dB); (d) ricostruzione CBP (30
proiezioni, SNR=40dB); (e) Ricostruzione ART dopo 10 iterazioni
(150 proiezioni, SNR=40dB); (f) ricostruzione CBP (150 proiezioni,
SNR=40dB).
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Configurazione |Potenziale V|Potenziale V
di linea Restauro Tomografia
nessuna linea (a) 0 0
terminazione (b) 0.25 3
angolo (c) 0.1 0
continuazione (d) 0.05 0

"T" (e) 0.25 1.25
croce (f) 0.4 1.75
nessuna linea (g) 0 0

linea semplice (h) 0 0

linea doppia (i) 0 2.25

Tabella I - Potenziali V adottati per le clique di linea; le

configurazioni sono identificate come in Fig.4.






